
ВСЕУКРАЇНСЬКА СТУДЕНТСЬКА
ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ

Львiв, 15–17 травня 2019 року
I—II курси, 1-ий день

1. Чи iснують полiноми a(x), b(x), c(y), d(y) такi, що

1 + xy + x2y2 ≡ a(x)c(y) + b(x)d(y) ?

Розв’язок. Нi, таких полiномiв нема. Пiдставляючи послiдовно
y = −1; 0; 1, отримуємо, що полiноми 1 − x + x2; 1; 1 + x + x2 є
лiнiйними комбiнацiями двох полiномiв a(x), b(x):

1− x+ x2 = c(−1)a(x) + d(−1)b(x),

1 = c(0)a(x) + d(0)b(x),

1 + x+ x2 = c(1)a(x) + d(1)b(x).

Зауважимо тепер, що det
(
c(−1) d(−1)
c(0) d(0)

)
6= 0, тому для довiль-

ного заданого α3 6= 0 система
{
α1c(−1) + α2c(0) = −α3c(1),

α1d(−1) + α2d(0) = −α3d(1),

має єдиний розв’язок α1, α2, але тодi |α1|2 + |α2|2 + |α3|2 6= 0
i α1(1 − x + x2) + α2 + α3(1 − x + x2) = (α1c(−1) + α2c(0) +
α3c(1))a(x) + (α1d(−1) + α2d(0) + α3d(1))b(x) ≡ 0. Суперечнiсть
з лiнiйною незалежнiстю трьох полiномiв
1− x+ x2; 1; 1 + x+ x2.
2. Нехай S – скiнченна множина квадратних матриць розмiру
n×n, всi елементи яких нулi або одиницi. Через ni позначимо су-
марну (по всiх матрицях з S) кiлькiсть одиничок в i-тих рядках
всiх матриць. Ми хочему вибрати по одному стовпчику у кожнiй
матрицi так, щоб для кожного i сумарна (по всiх вибраних стов-
пчиках) кiлькiсть одиничок в i-тих рядках була принаймнi bαni

n
c.

Чи iснує таке додатне число α (незалежне вiд |S| та n), для яко-
го такий вибiр завжди можливий? Якщо так, то яке найбiльше
можливе значення може мати α?
Розв’язок. Для доведення того, що α = 0, розглянемо наступну
побудову. Для довiльного натурального числа k приймемо n = 2k

i розглянемо матрицi A1, . . . , Ak, де кожна матриця Aj складає-
ться з n/2 копiй стовпчикiв aTj = (aij), де aij = 1, якщо bi/2j−1c
непарне i aij = 0, iнакше i n/2 копiй стовпчикiв (1, 1, . . . , 1)T−aTj .
Тодi ni = kn/2 для кожного i, але для довiльного вибору стов-
пчикiв принаймнi один рядок не має вибраних одиничок. Отже
0 = bαni/nc = bαk/2c. Тобто α < 2/k.

3. Нехай an =
n∏
k=1

(3k + 1), bn =
2n∏
k=1

(3k + 2). Обчислити:

lim
n→+∞

logan
bn, lim

n→+∞
logan

bn.
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Розв’язок. Зауважимо, що для xn = ln bn, yn = ln an маємо

logan
bn =

xn
yn
, yn+1 > yn (n ≥ 1), lim

n→+∞
yn = +∞,

xn+1 − xn
yn+1 − yn

=
ln(6n+ 5) + ln(6n+ 8)

ln(3n+ 4)
→ 2 (n→ +∞).

Тому, за теоремою Штольца ∃ lim
n→+∞

logan
bn = 2.

4. Нехай неперервно диференцiйовнi функцiї f : [0,+∞) → R,
ψ : [0,+∞) → R такi, що для всiх x ≥ 0 виконується нерiвнiсть

f(x) ≤
∫ x

0

f(t)dt+ψ(x). Довести, що для всiх x ≥ 0 виконується

нерiвнiсть f(x) ≤ ψ(x) + ex
∫ x

0

ψ(t)e−tdt.

Розв’язок. Нехай ψ0(x) := f(x)−
∫ x

0
f(t)dt−ψ(x), ψ1 := ψ0 +ψ;

тодi, (∀x ≥ 0) : ψ0(x) ≤ 0 i f(x) =
∫ x

0
f(t)dt + ψ1(x). Звiд-

си, отримаємо диференцiйне рiвняння f ′(x) = f(x) + ψ′1(x), а
також, що f(0) = ψ1(0). Зауважимо, що f(x) = cex – розв’я-
зок вiдповiдного однорiдного диф. рiвняння f ′(x) = f(x). За-
пишемо, f(x) = c(x)ex. Тодi, f ′(x) = (c(x) + c′(x))ex, звiдси,
(c(x) + c′(x))ex = c(x)ex + ψ′1(x)⇐⇒ c′(x)ex = ψ′1(x) =⇒
c(x) =

∫ x
0
ψ′1(t)e−tdt+ C1. Отже, f(x) = C1e

x + ex
∫ x

0
ψ′1(t)e−tdt =

C1e
x + ψ1(x) − ψ1(0)ex + ex

∫ x
0
ψ1(t)e−tdt, але f(0) = ψ1(0), тому,

C1 = ψ1(0) i f(x) = ψ1(x) + ex
∫ x

0
ψ1(t)e−tdt.

Залишається пригадати, що ψ1(x) ≤ ψ(x) (∀x ≥ 0).
5. Чи можна покрити круг радiуса r такою скiнченною множи-
ною смужок Sj, 1 ≤ j ≤ n, сталої ширини dj, 1 ≤ j ≤ n, i
нескiнченної довжини, що сума

∑n
j=1 dj < 2r?

Розв’язок. Не можна. Справдi, маючи задане покриття на пло-
щинi, перейдемо у простiр. Роздуємо круг до кулi того ж радiуса
r, a кожнiй смужчцi, яка його покриває, надамо безмежну ви-
соту. Тодi для кожного j смужка ширини dj буде покривати на
сферi, яка обмежує кулю, кульовий пояс ширини d′j ≤ dj, площа
поверхнi якого 2πrd′j ≤ 2πrdj. Оскiльки площа поверхнi сфери
дорiвнює 4πr2, то

∑
2πrdj ≥ 4πr2 i сума

∑n
j=1 dj ≥ 2r.

6. Нехай (dn) — послiдовнiсть чисел з промiжку (0, 1)

γ1 = lim
ε→0+

∑∞
k=1 d

1+ε
k

ln 1
ε

, γ2 = lim
ε→0+

∑
dk>ε

dk

ln ln 1
ε

.

Довести, що: a) γ1 ≤ γ2; b) γ2 ≤ eγ1.
Розв’язок. a) Якщо при деякому ε > 0 ряд

∑
dk>ε

dk = +∞,
то γ2 = +∞ i нерiвнiсть тривiальна. У протилежному випадку
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розглянемо функцiю m(x) =
∑

dk>x
dk. З означення γ2 випливає,

що для довiльного γ > γ2 знайдеться x0 ∈ (0, 1) таке, що m(x) <

γ ln ln
1

x
, 0 < x < x0. Звiдси, записуючи суму у виглядi iнтеграла

Стiлт’єса, iнтегруючи частинами та проводячи замiну змiнної
iнтегрування x = e−u/ε, отримуємо
∞∑
k=1

d1+ε
k = −

∫ 1

0

xε dm(x) = −xεm(x)
∣∣∣1
0+

+ ε

∫ 1

0

xε−1m(x) dx ≤

≤ εγ

∫ 1

0

xε−1 ln ln
1

x
dx+

∫ 1

x0

xε−1
(
m(x)− εγ ln ln

1

x

)
dx =

= γ

∫ ∞
0

e−u ln
u

ε
du+

∫ 1

x0

xε−1
(
m(x)− εγ ln ln

1

x

)
dx = γ ln 1/ε+ C1,

де C1 = γ
∫ +∞

0
e−u lnudu+

∫ 1

x0
xε−1m(x)dx+γ

∫ ε ln(1/x0)

0
e−u ln u

ε
du,

звiдки випливає, що γ1 ≤ γ. Залишається спрямувати γ → γ2+0.
b) Нехай тепер γ > γ1 i ε > 0 достатньо мале. За означенням

γ1 ε
∫ 1

0
xε−1m(x) dx ≤ γ ln 1

ε
+ C для деякого c > 0. Оскiльки

функцiя m(x) незростаюча, для довiльного 0 < a < 1 отримуємо

ε

∫ 1

0

xε−1m(x) dx ≥ ε

∫ a

0

xε−1m(x) dx ≥ m(a)aε.

З урахуванням попередньої нерiвностi, маємо m(a) ≤ γa−ε ln 1
ε

+

c. Вибираючи ε = (ln 1
a
)−1, одержимо m(a) ≤ γe ln ln 1

a
+ c, звiдки

випливає, що γ2 ≤ eγ. Залишається спрямувати γ → γ1 + 0.

c© Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний
факультет
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ВСЕУКРАЇНСЬКА СТУДЕНТСЬКА
ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ

Львiв, 15–17 травня 2019 року
III—Y курси, 1-ий день

1. Нехай ∗ – комутативна i асоцiативна бiнарна операцiя на мно-
жинi S така, що ∀x, y ∈ S ∃z ∈ S : x ∗ z = y. Довести, що якщо
a, b, c ∈ S такi, що a ∗ c = b ∗ c, то a = b.
Розв’язок. Запишемо d := a ∗ c = b ∗ c ∈ S. Для деякого e ∈ S,
d ∗ e = a i, отже, для f := c ∗ e маємо

a ∗ f = a ∗ c ∗ e = d ∗ e = a, b ∗ f = b ∗ c ∗ e = d ∗ e = a.

Нехай g ∈ S таке, що a ∗ g = b, тодi,

b = a ∗ g = g ∗ a = g ∗ (a ∗ f) = (g ∗ a) ∗ f = b ∗ f = a,

що й потрiбно було довести.
2. Нехай 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1. Довести, що iснують
рiвномiрно розподiленi на [0, 1/2] випадковi величини ξ, η такi,
що P{ω : ξ(ω) + η(ω) = (xi + xi+1)/2} = xi+1 − xi, 0 ≤ i ≤ n− 1.
Розв’язок. Нехай U [a, b] позначає рiвномiрний розподiл на вiд-
рiзку [a, b]. Для кожного i, 0 ≤ i ≤ n− 1 виберемо

2ηi ∈ U [xi, xi+1], 2ζi := xi + xi+1 − 2ηi.

Тодi також 2ζi ∈ U [xi, xi+1]. Нехай випадковi величини vi такi,
що vi = 1 з ймовiрнiстю pi = xi+1−xi i vi = 0 з ймовiрнiстю 1−pi,
при цьому лише одна з величин v0, . . . , vn−1 вiдмiнна вiд 0 та
(v0, . . . , vn−1) незалежнi вiд (η0, . . . , ηn−1). Такi величини можна
задати на добутку двох ймовiрнiсних просторiв (Ωi,Ai, Pi), i ∈
{1, 2}, при цьому vi(ω1, ω2) залежить лише вiд ω2, а ηj(ω1, ω2)
залежить лише вiд ω1.
Тодi X =

∑n−1
i=0 vi(ηi + ζi) задовольняє умову

P{ω : X(ω) = (xi + xi+1)/2} = xi+1 − xi.

Величини ξ =
∑n−1

i=0 viηi та η =
∑n−1

i=0 viζi є шуканими. Справдi,
за побудовою виконується P{ω : ξ+η = (xi+xi+1)/2} = xi+1−xi.
Крiм того, 0 ≤ 2ξ ≤ 1. тобто, 2ξ – розподiлене на [0, 1], та для
довiльної борелевої пiдмножини B цього вiдрiзка маємо

P{ω : 2ξ ∈ B} =
n−1∑
i=0

P{ω : 2ξ ∈ B, vi = 1} =

=
n−1∑
i=0

P{ω : 2ηi ∈ B, vi = 1} =
n−1∑
i=0

P{ω : 2ηi ∈ B} · P{ω : vi = 1} =

=
n−1∑
i=0

λ(B ∩ [xi, xi+1])

pi
· pi =

n−1∑
i=0

λ(B ∩ [xi, xi+1]) = λ(B),
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де λ – мiра Лебега. Тому 2ξ – рiвномiрно розподiлене на [0, 1], i
вiдповiдно ξ – рiвномiрно розподiлене на [0, 1/2]. Так само вста-
новлюється, що η теж рiвномiрно розподiлене на [0, 1/2].
3. Доведiть, що для довiльної пiдмножини A в сепарабельному
банаховому просторi X потужностi |A| < |R| iснує лiнiйний не-
перервний функцiонал f : X → R такий, що звуження f�A є
iн’єктивним.
Розв’язок. Скориставшись сепарабельнiстю X, виберемо по-
слiдовнiсть (fn)n∈N лiнiйних неперервних функцiоналiв на X та-
ких, що для довiльного ненульового елемента x ∈ X iснує n ∈ N
таке, що fn(x) 6= 0. Можемо вважати, що ‖fn‖ = 1 для всiх
n ∈ N, бо в протилежному випадку подiлимо fn на його норму.
Для кожного t ∈ I := (−1, 1) розглянемо лiнiйний функцiонал
ft =

∑∞
n=1 fn · tn на X. Зауважимо, що для кожного ненульового

елемента x ∈ X функцiя ft(x) вiд змiнної t є аналiтичною на
iнтервалi I i вiдмiнною вiд тотожно сталої. Тому, її множина ну-
лiв Zx = {t ∈ I : ft(x) = 0} є щонайбiльше злiченною. Оскiльки
|A| < c, то iснує t ∈ I таке, що t /∈

⋃
{Zx−y : x, y ∈ A, x 6= y}. Тодi

функцiонал ft має бажану властивiсть: ft(x)−ft(y) = ft(x−y) 6=
0 для будь-яких рiзних точок x, y ∈ A.
4. Нехай ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 – двi норми на лiнiйному просторi X, Xi –
лiнiйний нормований простiр X з нормою ‖·‖i, при цьому лiнiйнi
нормованi простори X1 та X2 – iзометрично iзомормофнi. Чи
норми ‖ · ‖1, i ‖ · ‖2 еквiвалентнi на X?
Розв’язок. Нi, не завжди. Побудуємо вiдповiдний приклад. Не-

хай X = C[−1, 1], ‖x‖1 = max{|x(t)| : t ∈ [−1, 0]}+

∫ 1

0

|x(t)|dt,

‖x‖2 = max{|x(t)| : t ∈ [0, 1]}+

∫ 0

−1

|x(t)|dt.

Тодi (V x)(t) := x(−t) (t ∈ [−1, 1]), x ∈ X1, – iзометричний iзо-
морфiзм мiж X1 та X2. Але норми ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 не еквiвалентнi на

X, бо послiдовнiсть xn(t) =

{
0, t ∈ [−1, 0),

tn, t ∈ [0, 1]
, збiжна в X1, але

розбiжна в X2.
5. Нехай µ – невiд’ємна обмежена борелева мiра на R, тобто,
невiд’ємна мiра, визначена на σ-алгебрi борелевих множин на R
така, що µ(R) < +∞. Позначимо

an(µ) := n!

∫
. . .

∫
t1<t2<···<tn

dµ(t1) dµ(t2) . . . dµ(tn).

Обчислити границю a(µ) := lim
n→∞

(an(µ))1/n у випадках: a) мiра
µ є абсолютно неперервною вiдносно мiри Лебега; b) мiра µ є
дискретною.
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Розв’язок. Позначимо через µn борелеву мiру на Rn, що задана
формулою

µn(A) :=

∫
A

dµ(t1) dµ(t2) . . . dµ(tn), A – борелева.

Очевидно, що вона невiд’ємна обмежена i µn(Rn) = µ(R)n.
Нехай Πn - група пiдстановок множини {1, . . . , n} i
Aπ := {(t1, . . . , tn) | tπ(1) < · · · < tπ(n)}. Всi множини Aπ є вiдкритi
i попарно не перетинаються. Крiм того, µn(Aπ) = µ(A) для всiх
π ∈ Πn, де A := {(t1, . . . , tn) | t1 < · · · < tn}.
Оскiльки

⋃
π∈Πn

Aπ ⊂ Rn, то

an(µ) = n!µn(A) ≤ µn

( ⋃
π∈Πn

Aπ

)
≤ µ(R)n.

А, отже, в загальному випадку an(µ) ≤ [µ(R)]n, тобто a(µ) ≤
µ(R).

Якщо мiра µ є абсолютно неперервна вiдносно мiри Лебега
в R, то мiра µn є абсолютно неперервна вiдносно мiри Лебега в
Rn. Тому множина Ωn := Rn\

⋃
π∈Πn

Aπ має нульову µn-мiру. Отже,

µn

( ⋃
π∈Πn

Aπ

)
= µ(R)n, тобто, (an(µ))1/n = µ(R) i a(µ) = µ(R).

Припустимо, що µ = µ1 + µ2, де µ1, µ2 - невiд’ємнi обмеженi
борелевi мiри на R, причому µ2 є зосереджена в однiй точцi. Тодi,∫

. . .

∫
t1<t2<···<tn

dµ(t1) . . . dµ(tn) =

=
n∑

m=1

∫
. . .

∫
t1<t2<···<tn

dµ1(t1) . . . dµ1(tm−1) dµ2(tm)dµ1(tm+1) . . . dµ1(tn).

Тому, an(µ) ≤ nµ2(R) an−1(µ1). Звiдки випливає, що a(µ) ≤ a(µ1).

А, отже у випадку дискретної мiри a(µ) = 0.
6. Ребра скiнченного зв’язного графа пофарбованi в два кольо-
ри, причому кожна вершина має однакову кiлькiсть ребер ко-
жного кольору. Також вiдомо, що граф має вершину степеня 6.
Чи завжди в графi iснує цикл, кольори ребер якого чергуються,
у випадку:
а) якщо цикл може проходити через деякi вершини двiчi?
б) якщо цикл не може проходити через деякi вершини двiчi?
Розв’язок. а) На основi властивостей заданого графа ми мо-
жемо стартувати в його вершинi v степеня шiсть i йти вздовж
ребер, в кожнiй вершинi повертаючи на ще не пройдене ребро,
зафарбоване у колiр вiдмiнний вiд кольору щойно пройденого
ребра, до того часу, поки ми не поверенемось до вершини v. По-
значимо щойно пройдений цикл через C1 i видалимо з графа всi
його ребра. Знову стартуємо у вершинi v i пiдемо по ребрах, що
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зкалишилися у вiдповiдностi до попереднiх правил, доки знову
не повернемось до вершини v. Позначимо щойно пройдений цикл
через C2 та видалимо його ребра з графа. Повторимо описаний
щойно процес ще раз, отримавши цикл C3. Побудова циклiв Ci
забезпечує, що кожна вiдмiнна вiд v вершина Ci належить до
двох рiзнокольорових ребер циклу Ci. Якщо тепер у кожному
циклi Ci вершина v належить до двох однокольорових ребер
циклу, то у графi їй належить парна кiлькiсть ребер кожного
кольору, що неможливо, бо ця кiлькiсть дорiвнює трьом. Отже,
iснує цикл Ci кожна вершина якого належить до двох рiзноко-
льорових ребер циклу.

б) Не обов’язково.

c© Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний
факультет
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ВСЕУКРАЇНСЬКА СТУДЕНТСЬКА
ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ

Львiв, 15–17 травня 2019 року
I—II курси, 2-ий день

1. Нехай матрицi A,B розмiру n × n такi, що AB + A + B = 0.
Довести, що AB = BA.
Розв’язок. Зауважимо, що (A+I)(B+I) = AB+A+B+I = I,
звiдки, A+ I, B + I взаємно оберненi матрицi. Тодi,

AB+A+B+I = (A+I)(B+I) = (B+I)(A+I) = BA+A+B+I,

тому, AB = BA.

2. У деякiй країнi мiж кожною парою мiст прокладена доро-
га, але з одностороннiм рухом. Чи iснує мiсто, у яке можна по-
трапити з будь-якого iншого мiста проїхавши не бiльше нiж двi
дороги?
Розв’язок. Переконаємось, що мiсто v з найбiльшою кiлькiстю
дорiг, що ведуть до нього, є шуканим. Справдi, нехай u – до-
вiльне мiсто, дорога {u, v} з якого не веде в v. Тодi дорога {u, v}
веде з v в u. Але, з максимальностi v випливає, що iснує мiсто
w, з якого дорога {w, v} веде в v, проте дорога {w, u} не веде в
u. Тодi, дорога {w, u} веде в w. Отже, з u можна потрапити у v,
рухаючись спочатку дорогою {w, u}, а потiм – дорогою {w, v}.
3. Нескiнченна групаG називається електорально гнучкою якщо
для довiльного розбиття G = P ∪Z множини G на двi нескiнчен-
нi пiдмножини iснують нескiнченна множина I ⊂ Z i елементи
x, y ∈ G такi, що xIy ⊂ P . У протилежному випадку група
G називається електорально стабiльною. Наприклад, розбиття
Z = P ∪ Z циклiчної групи Z на множини P = {n ∈ Z : n > 0} i
Z = {n ∈ Z : n ≤ 0} вказує на електоральну стабiльнiсть Z.
Чи є електорально стабiльною адитивна група R дiйсних чисел?

Розв’язок. Для розбиття R = A∪B на двi нескiнченнi множи-
ни, розглянемо множини J+ = {a ∈ A : a + 1 ∈ B} i J− = {a ∈
A : a− 1 ∈ B}. Якщо J+ або J− є нескiнченною, то все доведено.
Тому припустимо, що J = J+ ∪ J− є скiнченною.

Якщо множини A \ (J + Z) i B \ (J + Z) не порожнi, то за-
фiксуємо точки a ∈ A \ (J + Z) i b ∈ B \ (J + Z) та зауважимо,
що для нескiнченної множини I = a + Z ⊂ A i точки x = b − a
виконується x+ I = b− a+ a+ Z = b+ Z ⊂ B.

Припустимо тепер, що одна з множин A\(J+Z) чи B\(J+Z)
є порожньою. Якщо A \ (J + Z) – порожня, то A ⊂ J + Z i за
принципом Дiрiхле для деякого a ∈ A множина I = A∩ (a+Z) є
нескiнченною. Виберемо довiльний елемент b ∈ G \ (J + Z) ⊂ B
i зауважимо, що (b− a) + I ⊂ b+ Z ⊂ B.

Якщо B \ (J + Z) є порожня, то B ⊂ J + Z i для деякого
b ∈ B множина B ∩ (b+ Z) є нескiнченною. Виберемо довiльний
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елемент a ∈ G \ (J + Z) ⊂ A i зауважимо, що множина I =
a− b+ (B ∩ (b+ Z)) ⊂ a+ A ⊂ A нескiнченна та b− a+ I ⊂ B.
4. Нехай a < b, а двi безмежно диференцiйовнi функцiї f : R→
R, g : R → R такi, що ∀x ∈ [a, b] : g(x) = f(x). Чи випливає
звiдси, що ∀x /∈ [a, b] : f(x) = g(x)?

Вiдповiдь. Нi, не обов’язково. Розв’язок. Задамо двi дiйснi

функцiї f та g так: f(x) =


exp

(
− 1

(x−1)2

)
якщо x > b

0 якщо x ∈ [a, b]

exp
(
− 1

(x+1)2

)
якщо x < a

та

g(x) ≡ 0. Безпосередньою перевiркою переконуємося, що ∀x ∈
[a, b] : g(x) = f(x), але f(x) 6= g(x) ∀x /∈ [a, b].

5. Чи iснують iнтегровнi за Рiманом на [0, 1] такi функцiї
y = f(u) : [0, 1] → [0, 1], u = g(x) : [0, 1] → [0, 1], що функцiя
y = f(g(x)) не iнтегровна за Рiманом на [0, 1].

Вiдповiдь. Так iснують. Розв’язок. Нехай f(u) =

{
1, 0 < x ≤ 1,

0, u = 0,

g(x) =

{
1
n
, x = m

n
,m ∈ Z+, n ∈ N,

0, x ∈ [0, 1] \Q. Тодi, f – iнтегровна, g – не-

перервна на [0, 1] \Q i, отже, також iнтегровна на [0, 1]. Але,

f(g(x)) =

{
f
(

1
n

)
1
n
, x = m

n
,m ∈ Z+, n ∈ N,

f(0), x ∈ [0, 1] \Q.
=

{
1, x ∈ [0, 1] ∩Q,
0, x ∈ [0, 1] \Q,

тобто, є не iнтегровною на [0, 1].
6. Нехай для послiдовностей (an)n∈N i (bn)n∈N невiд’ємних чисел

для всiх n ≥ 1 виконуються нерiвностi
n∑
k=1

ak ≤ 1,
n∑
k=1

bk ≤ 1.

Довести, що (∀n ≥ 1) :
∣∣∣ n∏
k=1

(1− ak)−
n∏
k=1

(1− bk)
∣∣∣ ≤ n∑

k=1

|ak− bk|.

Розв’язок. Зафiксуємо n ∈ N i розглянемо функцiю F (t) :=
n∏
j=1

(1 − aj(1 − t) − bjt), t ∈ [0, 1]. Очевидно, що F ′(t) =
n∑
j=1

(aj −

bj)Fj(t), де Fj(t) :=
∏

1≤k≤n,k 6=j
(1 − ak(1 − t) − bkt). З умов задачi

випливає, що ak, bk ∈ [0, 1], а також, що
0 ≤ 1−ak(1−t)−bkt ≤ 1 (t ∈ [0, 1], k ∈ N). Звiдси, |Fj(t)| ≤ 1 (∀t ∈
[0, 1]). Тому, max

t∈[0,1]
|F ′(t)| ≤

n∑
j=1

|aj − bj|. За теоремою Лагранжа

про скiнченнi прирости тепер маємо∣∣∣ n∏
j=1

(1−bj)−
n∏
j=1

(1−aj)
∣∣∣ = |F (1)−F (0)| ≤ max

t∈[0,1]
|F ′(t)| ≤

n∑
j=1

|aj−bj|.
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ВСЕУКРАЇНСЬКА СТУДЕНТСЬКА
ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ

Львiв, 15–17 травня 2019 року
III—Y курси, 2-ий день

1. Нехай G — скiнченна група. Довести, що кiлькiсть елементiв
a ∈ G, якi задовольняють умову a3 = e, є непарним числом, де
e – нейтральний елемент.
Розв’язок. Для кожного a ∈ G, a 6= e такого, що a3 = e ма-
ємо (a2)3 = (a3)2 = e2 = e. Отже, a i a2 – елементи порядку 3 i
a 6= a2 = a−1. Звiдси випливає, що для нетривiального елемента
a порядку 3 iснує iнший елемент a2 порядку 3. Отже множи-
на нетривiальних елементiв порядку 3 є пари (x, x2), (y, y2), . . ..
Нейтральний елемент також задовольняє умову e3 = e. Тому
цих елементiв є непарна кiлькiсть.
2. Нехай f(z) — цiла функцiя, a, b ∈ C, a 6= b, а g(z) – довiльна
аналiтична в околi точки z =∞ вiтка G(z) = Ln

(
z−a
z−b

)
. Довести,

що ∫ b

a

f(z) dz = −res
z=∞

f(z)g(z).

Розв’язок. Зазначимо, що лишок у нескiнченно вiддаленiй то-
чцi можна записати так

res
z=∞

(f(z)g(z)) = res
z=0

(
− 1

z2
f(1/z)g(1/z)

)
, g(1/z) = ln

(1− az
1− bz

)
.

Для цiлої функцiї f запишемо її розвинення у степеневий ряд
f(z) =

∑∞
n=0

f (n)(0)zn

n!
. Запишемо розвинення у степеневий ряд в

околi точки z = 0

− 1

z2
f (1/z) g (1/z) = −

∞∑
m=0

f (m)(0)

m! zm

∞∑
n=1

bnzn−2 − anzn−2

n
=

= −
∞∑
m=0

∞∑
n=0

f (m)(0)

m!

bn+1zn−m−1 − an+1zn−m−1

n+ 1
.

Лишок функцiї − 1
z2
f (1/z) g (1/z) в точцi z = 0 дорiвнює коефi-

цiєнтовi при z−1, який виникає при n = m. Звiдси,

res
z=∞

(f(z)g(z))) = −
∞∑
n=0

f (n)(0)

(n+ 1)!

(
bn+1 − an+1

)
= −

∫ b

a

f(z) dz.

3. Нехай (Pj)
∞
j=1 - послiдовнiсть ортопроекторiв у гiльбертовому

просторi H. Довести, що якщо lim
n→∞

∥∥∥ n∑
j=1

Pj

∥∥∥ = 1, то ряд
∞∑
j=1

Pj

збiгається в сильнiй операторнiй топологiї до ортопроектора.
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Розв’язок. Покладемо Gn :=
∑n

j=1 Pj, n ∈ H. Нехай f ∈ H.
Оскiльки Pj є ортопроектором, то (Pjf | f)H = ‖Pjf‖2, j ∈ H.
Тому з умови задачi випливає, що для довiльних n ∈ N∑∞

j=1 ‖Pjf‖2 = limn→∞(Gnf | f)H ≤ limn→∞ ‖Gn‖‖f‖2 ≤ ‖f‖2,

тобто,
∞∑
j=1

‖Pjf‖2 ≤ ‖f‖2, f ∈ H. Тодi для довiльного k ∈ H

∞∑
j=1

‖PjPkf‖2 ≤ ‖Pkf‖2, f ∈ H, а, отже,
∑
j 6=k

‖PjPkf‖2 ≤ 0, f ∈ H.

А це означає, що PjPk = 0, j 6= k, тобто, ортопроектори Pj є по-
парно ортогональними. Звiдси випливає, що кожен оператор Gn

також є ортопроектором i ‖(Gn−Gm)f‖2 = |‖Gnf‖2−‖Gmf‖2| →
0, при n,m → ∞. Тому, послiдовнiсть ортопроекторiв Gn збiга-
ється в сильнiй операторнiй топологiї до оператора G. Легко
переконатися, що G є ортопроектором.
4. Нехай (ξn) — послiдовнiсть нормально розподiлених компле-
кснозначних випадкових величин, тобто таких, що їхня щiль-

нiсть pξn(x, y) =
1

π
e−(x2+y2), z = x + iy ∈ C. Доведiть, що май-

же напевно iснує n0(ω) таке, що для всiх n ≥ n0(ω) виконуються
нерiвностi |ξn(ω)| ≤ 2 lnn, | arg ξn(ω)| > n−2, де argz ∈ [−π, π) –
однозначна вiтка Argz.
Розв’язок. Нехай z = x + iy. Зауважимо, що випадковi ве-
личини arg ξn рiвномiрно розподiленi на [−π, π). Справдi, для
−π ≤ α ≤ argz < β < π

P{ω : arg ξn(ω) ∈ (α, β)}= 1

π

∫ ∫
α≤argz<β

e−(x2+y2)dxdy =

=
1

π

∫ β

α

∫ +∞

0

re−r
2

dϕdr =
β − α

2π
.

Оскiльки, для математичного сподiвання в.в. e|ξn|

Ee|ξn| =
1

π

∫ ∫
R2

e
√
x2+y2−(x2+y2)dxdy =

1

π

∫ π

−π

∫ +∞

0

rer−r
2

dϕdr < +∞,

то за нерiвнiстю Маркова для подiй An := {ω : |ξn(ω)| ≥ 2 lnn}
i Bn := {ω : | arg ξn(ω)| ≤ n−2} маємо

+∞∑
n=n0

P(An) =
+∞∑
n=n0

P{ω : |ξn(ω)| ≥ 2 lnn} ≤

≤
+∞∑
n=n0

P{ω : e|ξn(ω)| ≥ n2} ≤
+∞∑
n=n0

Ee|ξn(ω)|

n2
< +∞,

а також, що
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+∞∑
n=n0

P(Bn) =
+∞∑
n=n0

P{ω : | arg ξn(ω)| ≤ n−2}=
+∞∑
n=n0

1

πn2
< +∞.

Залишається використати першу частину леми Бореля-Кантеллi
для послiдовностей подiй An i Bn.
5. Нехай f — така цiла функцiя, що функцiя g(z) = f(z)f(1/z)
обмежена на C\{0}. Довести, що f(z) = czm при деякихm ∈ Z+,
c ∈ C.
Розв’язок. Припустимо, що f(z) = c1z

mf1(z), c1 6= 0, f1(0) = 1,
m ∈ Z+. Тодi, f1(z)f1(1/z) = c−2

1 f(z)f(1
z
) –обмежена, тобто, для

всiх r > 0 i z0 таких, що |z0| = r, |f1(z0)| = max
|z|=r
|f1(z)|, за нерiв-

нiстю Кошi
(

max
|z|=r
|f1(z)| ≥ |an|rn, ∀n ≥ 0 деf1(z) =

∑+∞
n=0 anz

n
)

C ≥ max{|f1(z)f1(1/z)| : |z| = r} ≥ |f1(1/z0)||an|rn,

звiдки, при r → +∞ отримуємо, що |f1(0)| · |an| lim
r→+∞

rn ≤ C.

Тому, an = 0 (n ≥ 1), звiдси, f1 – тотожно стала.
6. Нехай (xn)n∈N - числова послiдовнiсть така, що

0 < xn+1 < xn < 1 (∀n ≥ 1), inf
n≥1

n∏
k=1

(1 + (−1)kxk) > 0.

Довести, що
∞∑
n=1

x2
n <∞.

Розв’язок. Нехай α := inf
n

n∏
k=1

(1 + (−1)kxk). За умовою α > 0.

Крiм того, з умов задачi випливає, що для довiльних k ∈ N

(1−x2k−1)(1+x2k) = 1−(x2k−1−x2k)−x2k−1x2k ≤ 1−x2k−1x2k ≤ 1−x2
2k.

Використаємо нерiвнiсть 1− t ≤ e−t, t ≥ 0, яку нескладно отри-
муємо з того, що y = 1− t – дотична до графiка опуклої функцiї
y = e−t в точцi t = 0. Зi сказаного отримуємо, що

(1− x2k−1)(1 + x2k) ≤ 1− x2
2k ≤ e−x

2
2k .

Тому, 0 < α ≤
2n∏
k=1

(1+(−1)kxk) ≤ exp
{
−

n∑
k=1

x2
2k

}
, тобто,

n∑
k=1

x2
2k ≤

lnα−1, n ∈ N. А, отже,
∞∑
k=1

x2
k ≤ x2

1 +2
∞∑
k=1

x2
2k ≤ x2

1 +2 lnα−1 <∞.

c© Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний
факультет

12


