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We prove that a commutative Bezout ring with stable range 1 is a ring with elementary
reduction of matrices and that every singular matrice over commutative Bezout ring with stable
range 1 is products of idempotent matrices.

О. Н. Романив. Элементарная редукция матриц над кольцами Безу стабильного ранга 1
// Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.132–135.

Доказано, что коммутативное кольцо Безу стабильного ранга 1 является кольцом с эле-
ментарной редукцией матриц и, что каждая особая матрица над коммутативным кольцом
Безу стабильного ранга 1 является произведением идемпотентных матриц.

У данiй статтi доведено, що комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем
з елементарною редукцiєю матриць i що довiльна особлива матриця над кiльцем з еле-
ментарною редукцiєю матриць (а, отже, над комутативним кiльцем Безу стабiльного
рангу 1) є добутком iдемпотентних матриць.

Всi кiльця, що розглядаються у цiй статтi є комутативними з вiдмiнною вiд нуля
одиницею. Через U(R) позначимо групу одиниць кiльця R, а через Mn(R) — множину
квадратних матриць порядку n.

Пiд елементарними матрицями ([1]) з елементами кiльця R розумiємо квадратнi
матрицi таких трьох типiв: дiагональнi матрицi зi зворотними елементами на головнiй
дiагоналi; матрицi, вiдмiннi вiд одиничної наявнiстю деякого ненульового елемента поза
головною дiагоналлю; матрицi, яка отримуються з одиничної перестановкою рядкiв чи
стовпцiв. Елементарнi матрицi порядку n з елементами з кiльця R утворюють групу,
яку ми називатимемо групою елементарних матриць ([2]) i позначатимемо GEn(R).

Кiльце R називається кiльцем з елементарною редукцiєю матриць ([3]), якщо до-
вiльна матриця над R володiє елементарною редукцiєю, тобто для довiльної матрицi A
з елементами з кiльця R iснують елементарнi над R матрицi P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Qs вiд-
повiдних розмiрiв такi, що

P1 · · ·Pk · A ·Q1 · · ·Qs = diag(ε1, . . . , εr, 0, . . . , 0),

де εi є дiльником εi+1 (i = 1, 2, . . . , r − 1).
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Комутативне кiльце R називають кiльцем Ермiта, якщо для довiльних елементiв
a, b ∈ R iснують елемент d ∈ R i зворотна матриця Q ∈ M2(R) такi, що (a, b)Q = (d, 0).
Комутативне кiльце R називається кiльцем Безу, якщо будь-який скiнченнопороджений
iдеал кiльця R є головним. Зрозумiло, що кiльце Ермiта є кiльцем Безу ([4]).

Рядок (a1, a2, . . . , an) елементiв кiльця R назвемо унiмодулярним рядком, якщо a1R+
a2R + · · · + anR = R. Кiльце R називається кiльцем стабiльного рангу n ([5]), якщо
для довiльного унiмодулярного рядка (a1, . . . , an, an+1) елементiв кiльця R iснують такi
елементи b1, . . . , bn ∈ R, що рядок (a1 + an+1b1, a2 + an+1b2, . . . , an + an+1bn) також є
унiмодулярним.

Теорема 1. Комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем з елементарною
редукцiєю матриць.

Доведення. Спочатку покажемо, що комутативне кiльце R Безу стабiльного рангу 1
є кiльцем Ермiта. Розглянемо довiльнi елементи a, b ∈ R i нехай aR + bR = dR. Тодi
iснують такi елементи a0, b0, u, v ∈ R, що a = a0d, b = b0d i au+bv = d. Звiдси отримаємо
d(1− a0u− b0v) = 0. Позначимо 1− a0u− b0v = c. Тодi, очевидно, що

a0 + b0 + c = 1 i dc = 0.

Оскiльки R — кiльце стабiльного рангу 1 (а, отже, i кiльце стабiльного рангу 2), то
для елементiв a0, b0, c iснують такi елементи x, y, α, β ∈ R, що

(a0 + cx)α + (b0 + cy)β = 1.

Позначимо a0 + cx = a1, b0 + cy = b1. Нескладно побачити, що da1 = a, db1 = b i
a1α + b1β = 1. Домноживши останню рiвнiсть на d, отримаємо

aα + bβ = d,

звiдки випливає, що a = a1d, b = b1d.
Отже,

(a, b)

(
α −b1
β a1

)
= (d, 0),

тобто кiльце R є кiльцем Ермiта.
Залишилось довести, що кiльце R є кiльцем з елементарною редукцiєю матриць. З

щойно доведеної ермiтовостi кiльця R випливає, то для доведення теореми достатньо
обмежитися матрицями вигляду

A =

(
a 0
b c

)
∈M2(R),

де aR+ bR+ cR = dR для деякого елемента d ∈ R. Очевидно, що iснують такi елементи
a1, b1, c1 ∈ R, що

a = a1d, b = b1d, c = c1d i a1R + b1R + c1R = R.

Тодi маємо (
a 0
b c

)
=

(
a1 0
b1 c1

)(
d 0
0 d

)
,
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де матриця
(
d 0
0 d

)
належить до центру M2(R). Звiдси випливає, що при доведеннi тео-

реми можна обмежитися розглядом матриць вигляду

B =

(
a 0
b c

)
∈M2(R),

де aR + bR + cR = R.
Оскiльки R — кiльце стабiльного рангу один, то для елементiв a, b, c ∈ R iснують

такi елементи s, t ∈ R, що as+ b+ ct = u ∈ U(R). Розглянемо матрицi P1, P2, P3 вигляду

P1 =

(
1 s
0 1

)
, P2 =

(
0 1
1 0

)
, P3 =

(
1 0
t 1

)
.

Зрозумiло, що матрицi P1, P2, P3 — елементарнi.
Маємо:

P1P2AP3 =

(
1 s
0 1

)(
0 1
1 0

)(
a 0
b c

)(
1 0
t 1

)
=

(
as+ b+ ct c

a 0

)
=

(
u c
a 0

)
= C.

Легко бачити, що матриця C володiє елементарною редукцiєю. Звiдси випливає, що
i матрицю B (а, отже, i матрицю A) за допомогою елементарних перетворень можна
звести до канонiчного дiагонального вигляду.

Отже, кiльце R є кiльцем з елементарною редукцiєю матриць.

Нормою над кiльцем R без дiльникiв нуля називають таку функцiю N : R→ Z, для
якої N (0) = 0, N (a) > 0 для будь-якого ненульового елемента a ∈ R, N (ab) ≥ N (a)
для довiльних елементiв a, b ∈ R \ 0. Пiд k-членним ланцюгом подiльностi (k ∈ N) для
довiльних елементiв a, b ∈ R, b 6= 0, розумiємо послiдовнiсть рiвностей: a = bq1 + r1,
b = r1q2 + r2, . . . , rk−2 = rk−1qk + rk.

Назвемо кiльце R без дiльникiв нуля ω-евклiдовим кiльцем стосовно норми N , якщо
для довiльних елементiв a, b ∈ R, b 6= 0, iснує k-членний ланцюг подiльностi для деяко-
го k такий, що N (rk) < N (b).

Теорема 2. Довiльна особлива матриця над кiльцем з елементарною редукцiєю ма-
триць є добутком iдемпотентних матриць.

Доведення. Нехай R — кiльце з елементарною редукцiєю матриць. Тодi R є ω-евклiдо-
вим кiльцем i кiльцем Ермiта, а тому R є GE2(R)-кiльцем ([6]). В пiдсумку отримуємо,
що оскiльки R є GE2(R)-кiльцем i кiльцем Ермiта, то довiльна особлива матриця над
кiльцем R є добутком iдемпотентних матриць ([7]).

Теорема 3. Нехай R комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 1. Тодi довiльна осо-
блива матриця є добутком iдемпотентних матриць.

Доведення. За теоремою 1 комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем з
елементарною редукцiєю матриць, а тому за теоремою 2 довiльна особлива матриця
над таким кiльцем є добутком iдемпотентних матриць.
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