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In this paper it is proved that any right Bezout ring of stable range n is an (n + 1)-
elementary ring. It is shown, that over any right Hermite ring any unimodular row of length 3

is complemented to an elementary matrix.
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Äîêàçàíî, ÷òî ïðàâîå êîëüöî Áåçó ñòàáèëüíîãî ðàíãà n ÿâëÿåòñÿ (n+1)-ýëåìåíòàðíûì
êîëüöîì. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî íàä ïðàâûì êîëüöîì Ýðìèòà êàæäàÿ óíèìî-

äóëÿðíàÿ ñòðîêà äëèíû 3 äîïîëíÿåòñÿ ê ìàòðèöå, ïðèíàäëåæàùåé ãðóïïå ýëåìåíòàðíûõ

ìàòðèö.

Ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ ¹ îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ iíâàðiàíòiâ K-òåîði¨. Íà äàíèé

÷àñ éîãî ðîëü îñîáëèâî çðîñëà i äëÿ òåîðié êiëåöü òà ìîäóëiâ, îñîáëèâî òåîði¨ äiàãîíàëü-
íî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü [1]-[3]. Òàê, íàïðèêëàä, íàä ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî
ðàíãó 1 (òîáòî îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè) äîâiëüíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äiàãî-

íàëüíié ìàòðèöi [4]. Ó òîé æå ÷àñ, âèÿâèëîñÿ, ùî iñíóþòü öiëi êëàñè ðåãóëÿðíèõ êiëåöü
(íàïðèêëàä, êëàñ ñåïåðàòèâíèõ ðåãóëÿðíèõ êiëåöü), íàä ÿêèìè ëèøå êâàäðàòíi ìàòðèöi

åêâiâàëåíòíi äiàãîíàëüíié [1]. Çàóâàæèìî, ùî öåé ôàêò âëàñòèâèé òàêîæ íàïiâëàíöþãî-
âèì êiëüöÿì [5]. Áiëüøå òîãî, iñíóþòü êiëüöÿ, íàä ÿêèìè ëèøå ìàòðèöi ïåâíèõ ðîçìiðiâ

åêâiâàëåíòíi äiàãîíàëüíié [6],[7].

Ó òîé æå ÷àñ, çàâäÿêè âëàñòèâîñòÿì ñòàáiëüíîãî ðàíãó âèÿâèëîñÿ, ùî ó çàäà÷àõ

äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè âåëèêó ðîëü âiäiãðàþòü åëåìåíòàðíi ïå-
ðåòâîðåííÿ [3]. Ó ðîáîòàõ [9],[10] âèâ÷àþòüñÿ êiëüöÿ, íàä ÿêèìè äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ
ðÿäêà (1 × 2) çäiéñíþ¹òüñÿ ëèøå åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. Êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ

ìàòðèöü âèðàæà¹ ó öèõ êiëüöÿõ íîðìó çàäàíîãî êâàçiàëãîðèòìó [9]. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ
îïèñàííÿ êiëåöü, íàä ÿêèìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äiàãîíàëiçóþòüñÿ ðÿäêè

äîâæèíè n, i ó òîé æå ÷àñ iñíó¹ ðÿäîê äîâæèíè n − 1, ÿêèé íå äiàãîíàëiçó¹òüñÿ åëå-
ìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Òàê, íàïðèêëàä, íàä êiëüöåì R[x, y]/(x2 + y2 + 1) iñíóþòü
ðÿäêè äîâæèíè 2, ÿêi íå äiàãîíàëiçóþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè [9], i ó òîé

æå ÷àñ (ÿê áóäå ïîêàçàíî ó äàíié ðîáîòi) òàêà äiàãîíàçëiçàöiÿ ìîæëèâà äëÿ âñiõ ðÿäêiâ
äîâæèíè 3.
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Âñå öå äîçâîëèëî àâòîðàì âèäiëèòè â îêðåìèé êëàñ òàêi êiëüöÿ, ÿêi îòðèìàëè íàçâó

(çà àíàëîãi¹þ ç [9]) n-åëåìåíòàðíi êiëüöÿ, òîáòî êiëüöÿ, íàä ÿêèìè ðÿäîê äîâæèíè n
äiàãîíàëiçó¹òüñÿ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè i iñíóþòü ðÿäêè äîâæèíè n − 1, äëÿ
ÿêèõ äiàãîíàëiçàöiÿ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè íåìîæëèâà. Äàëi â ðîáîòi ïîêàçàíî

òiñíèé çâ'ÿçîê ïîíÿòòÿ n-åëåìåíòàðíîãî êiëüöÿ i ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ.

Ïiä R ðîçóìiòèìåìî àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 6= 0. ×åðåç GLn(R) ïîçíà÷èìî ãðóïó

âñiõ çâîðîòíiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n, à ÷åðåç GEn(R) � ãðóïó âñiõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü

ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R.
Ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Áåçó ([12]) íàçèâà¹òüñÿ êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííî

ïîðîäæåíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Êiëüöå Áåçó � öå êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì i

ëiâèì êiëüöåì Áåçó.

Ðÿäîê (a1, a2, . . . , an) åëåìåíòiâ êiëüöÿ R íàçâåìî óíiìîäóëÿðíèì ðÿäêîì, ÿêùî

a1R + a2R + · · · + anR = R.

ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a1, a2, . . . , an) åëåìåíòiâ êiëüöÿ R iñíó-

þòü òàêi åëåìåíòè b1, b2, . . . , bn−1 ∈ R, ùî ðÿäîê (a1 + anb1, . . . , an−1 + anbn−1) ¹ óíiìîäó-
ëÿðíèì ðÿäêîì, òî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó n. Ïîíÿòòÿ êiëüöÿ

ñòàáiëüíîãî ðàíãó ¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèì ([13]).

Ïîòðiáíî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî ÷èñëî n ¹ ñòàáiëüíèì ðàíãîì êiëüöÿ R, òî óìîâè ïîäi-
áíi äî òèõ, ùî âèçíà÷àþòü ñòàáiëüíèé ðàíã, âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, áiëüøîãî çà n. Îòæå, îçíà÷åííÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó ïåðåäáà÷à¹, ùî ñòàáiëüíèé

ðàíã êiëüöÿ R âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç íàâåäåíîþ âèùå âëàñòè-
âiñòþ.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ðÿäêà

(a1, a2, . . . , an) åëåìåíòiâ êiëüöÿ R iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P ∈ GEn(R), ùî

(a1, a2, . . . , an) · P = (d, 0, . . . , 0) (1)

äëÿ äåÿêîãî d ∈ R.
Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñòîâ-

ï÷èêà äîâæèíè n åëåìåíòiâ êiëüöÿ R iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ Q ∈ GEn(R), ùî

Q · (a1, a2, . . . , an)
T = (d, 0, . . . , 0)T

äëÿ äåÿêîãî d ∈ R, äå ÷åðåç AT òóò i íàäàëi ïîçíà÷à¹ìî ìàòðèöþ òðàíñïîíîâàíó äî

ìàòðèöi A.
Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì, ÿêùî âîíî ¹ ëiâèì i ïðàâèì n-

åëåìåíòàðíèì êiëüöåì.
ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî ðÿäêà (a1, a2, . . . , an) åëåìåíòiâ êiëüöÿ R iñíó¹ òàêà óíiìîäó-

ëÿðíà ìàòðèöÿ S ∈ GLn(R), ùî äëÿ äåÿêîãî d ∈ R âèêîíó¹òüñÿ (1) ç P = S, òî êiëüöå R
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì n-åðìiòîâèì êiëüöåì( [3]). Ïîäiáíî ìîæíà îçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ëiâîãî

n-åðìiòîâîãî êiëüöÿ òà n-åðìiòîâîãî êiëüöÿ. Ïðàâå (ëiâå) 2-åðìiòîâå êiëüöå, çàçâè÷àé,
íàçèâàþòü ïðàâèì (ëiâèì) åðìiòîâèì.

Îñêiëüêè äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü ¹ óíiìîäóëÿðíîþ ìàòðèöåþ, äîâiëüíå ïðàâå

(ëiâå) n-åëåìåíòàðíå êiëüöå ¹ ïðàâèì (ëiâèì) n-åðìiòîâèì êiëüöåì. Ïðèêëàäîì åðìiòî-
âîãî êiëüöÿ, ÿêå íå ¹ åëåìåíòàðíèì, ìîæå ïîñëóæèòè êiëüöå R[x, y]/(x2 + y2 − 1) ([9]).

Òâåðäæåííÿ 1. Ñòàáiëüíèé ðàíã ïðàâîãî (ëiâîãî) n-åëåìåíòàðíîãî êiëüöÿ íå ïåðå-
âèùó¹ n.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðàâå (ëiâå) n-åëåìåíòàðíå êiëüöå ¹ ïðàâèì (ëiâèì) n-åðìiòîâèì
êiëüöåì, à ñòàáiëüíèé ðàíã ïðàâîãî (ëiâîãî) n-åðìiòîâîãî êiëüöÿ íå ïåðåâèùó¹ n ([3]),

òî é ñòàáiëüíèé ðàíã ïðàâîãî (ëiâîãî) n-åëåìåíòàðíîãî êiëüöÿ íå ïåðåâèùó¹ n.

Òåîðåìà 1. ßêùî R � ïðàâå (ëiâå) êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó n, òî âîíî ¹ (n+1)-
åëåìåíòàðíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó (a1, . . . , an, an+1) � óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê êiëüöÿ R, òîáòî
a1R + · · ·+ an+1R = R. Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ n, òî iñíóþòü òàêi
åëåìåíòè v1, . . . , vn ∈ R, ùî (a1+an+1v1)R+· · ·+(an+an+1vn)R = R, àáî (a1+an+1v1)u1+
· · ·+ (an + an+1vn)un = 1 äëÿ äåÿêèõ u1, . . . , un ∈ R. Íåõàé

P1 =




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
v1 v2 · · · vn 1




, P2 =




1 0 · · · 0 u1(1 − an+1)
0 1 · · · 0 u2(1 − an+1)
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 un(1 − an+1)
0 0 · · · 0 1




, P1, P2 ∈ GEn+1(R).

Òîäi (a1, . . . , an, an+1)P1P2 = (a1 + an+1v1, · · · , an + an+1vn, 1), à òîìó iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

P3 ∈ GEn+1(R), ùî (a1, . . . , an, an+1)P1P2P3 = (1, 0, . . . , 0). Îòæå, ìè îòðèìàëè ìàòðèöþ
P = P1P2P3 ∈ GEn+1(R) òàêó, ùî

(a1, . . . , an, an+1) · P = (1, 0, . . . , 0).
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äîâiëüíîãî ðÿäêà äîâæèíè (n+1) åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an+1

êiëüöÿ R. Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó, òî äëÿ öèõ åëåìåíòiâ iñíó¹ òàêèé

åëåìåíò d ∈ R, ùî a1R + · · ·+ an+1R = dR. Çâiäñè a1u1 + · · ·+ an+1un+1 = d òà a1 = da0
1,

. . . , an+1 = da0
n+1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u1, . . . , un+1, a

0
1, . . . , a

0
n+1 ∈ R. Ç öèõ ñïiââiäíî-

øåíü âèïëèâà¹, ùî d(a0
1u1 + · · · + a0

n+1un+1 − 1) = 0. Çâiäñè a0
1R + · · · + a0

n+1R + cR = R
äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà c ∈ R òàêîãî, ùî dc = 0. Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã R äîðiâíþ¹ n,
òî (a0

1 + cv1)R + · · ·+ (a0
n+1 + cvn+1)R = R äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ v1, . . . , vn+1 êiëüöÿ R.

Çà äîâåäåíèì âèùå, äëÿ óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a0
1 + cv1, . . . , a

0
n+1 + cvn+1) iñíó¹ òàêà

ìàòðèöÿ P ∈ GEn+1(R), ùî (a0
1 + cv1, . . . , a

0
n+1 + cvn+1) · P = (1, 0, . . . , 0). Äîìíîæèâøè

îñòàííþ ðiâíiñòü çëiâà íà åëåìåíò d, îòðèìà¹ìî (a1, . . . , an, an+1) ·P = (d, 0, . . . , 0), ùî é
ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Îòæå, êiëüöå R ¹ ïðàâèì (n + 1)-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì.

Îñêiëüêè ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó ¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèì, òî äàíèé ðåçóëüòàò

ïîäiáíî äîâîäèòüñÿ äëÿ âèïàäêó ëiâîãî êiëüöÿ Áåçó.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 áà÷èìî, ùî ÿêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ n, òî
äëÿ äîâiëüíîãî ðÿäêà äîâæèíè m, äå m ≥ n + 1, iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P ∈ GEm(R), ùî

(a1, a2, . . . , am)P = (d, 0, . . . , 0), (2)

òîáòî, ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé R � ïðàâå (ëiâå) êiëüöå Áåçó ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó n. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a1, . . . , am, äå m ≥ n+1, iñíó¹ òàêà ìàòðöÿ P ∈ GEm(R), ùî
(2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà d ∈ R.

Áiëüøå öüîãî, âiðíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
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Íàñëiäîê 2. Íåõàé R � êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó n. Òîäi äîâiëüíèé ïðàâèé (ëi-

âèé) óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) äîâæèíè m ≥ n + 1 ìîæíà äîïîâíèòè äî ìà-

òðèö ç ãðóïè GEm(R).

Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ Åðìiòà íå ïåðåâèùó¹ 2 ([3]), òî îòðèìà¹ìî òàêi

òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3. Íàä êiëüöåì Åðìiòà äîâiëüíé ïðàâèé (ëiâèé) óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê

(ñòîâï÷èê) äîâæèíè ≥ 3 äîïîâíþ¹òüñÿ äî ìàòðèöi, ÿêà íàëåæèòü äî ãðóïè, ïîðî-

äæåíî¨ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó.

Íàñëiäîê 4. Íàä êiëüöåì Åðìiòà äîâiëüíé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) äîïîâíþ-

¹òüñÿ äî óíiìîäóëÿðíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 2. ßêùî êiëüöå R ¹ ëiâèì n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì i ïðàâèì Áåçó, òî R ¹

ïðàâèì n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Ra1 + Ra2 + · · · + Ran = R äëÿ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an ∈ R. Òîäi çà
óìîâîþ òåîðåìè iñíó¹ ìàòðèöÿ P ∈ GEn(R) òàêà, ùî P · (a1, a2, . . . , an)T = (1, 0, . . . , 0)T .
Î÷åâèäíî, ùî

(a1, a2, . . . , an)T = P−1(1, 0, . . . , 0)T , (3)

äå P−1 ∈ GEn(R). Íåõàé P−1 = (pij). Òîäi ç ìàòðè÷íî¨ ðiâíîñòi (3) âèïëèâà¹, ùî a1 =
p11, a2 = p21, . . . , an = pn1. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ñòîâï÷èê
äîâæèíè n íàä êiëüöåì R äîïîâíþ¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè GEn(R).

Âñòàíîâèìî ïîäiáíå òâåðäæåííÿ äëÿ ðÿäêiâ. ßêùî a1R + · · · + anR = R, òî a1u1 +
· · ·+anun = 1 äëÿ äåÿêèõ u1, . . . , un ∈ R. Îñêiëüêè Ru1+ · · ·+Run = R, òî, çà äîâåäåíèì
âèùå, iñíó¹ (n × n)-ìàòðèöÿ âèãëÿäó

Q =




u1
... ∗

un


 ∈ GEn(R).

Î÷åâèäíî, ùî (a1, . . . , an) · Q = (1, b2, b3, . . . , bn) äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ b2, . . . , bn ∈ R.
ßêùî æ

P =




1 −b2 −b3 · · · −bn

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... · · · ...

0 0 0 · · · 1




,

òî P ∈ GEn(R) i (a1, . . . , an)QP = (1, 0, . . . , 0). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (a1, . . . , an) ¹ ïåðøèì
ðÿäêîì ìàòðèöi P−1Q−1 ∈ GEn(R).

Îñêiëüêè R � ïðàâå êiëüöå Áåçó, òî a1R + · · · + anR = dR, a1 = da0
1, . . . , an = da0

n,
d = a1u1 + · · ·+ anun äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a0

1, . . . , a
0
n, u1, . . . , un ∈ R. Òîäi d(a0

1u1 + · · ·+
a0

nun) = 0 òà a0
1R + · · ·+ a0

nR + cR = R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà c ∈ R òàêîãî, ùî dc = 0. Ça
òâåðäæåííÿì 1 ñòàáiëüíèé ðàíã R íå ïåðåâèùó¹ n, à òîìó (a0

1+cv1)R+· · ·+(a0
n+cvn)R =

R äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ v1, . . . , vn êiëüöÿ R. Çà äîâåäåíèì âèùå ìè ìîæåìî çíàéòè

ìàòðèöþ âèãëÿäó

Q =

(
a0

1 + cv1 . . . a0
n + cvn

∗
)

∈ GEn(R).
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Î÷åâèäíî, ùî (a1, . . . , an) = (d, 0, . . . , 0) ·Q, çâiäêè (a1, . . . , an) ·Q−1 = (d, 0, . . . , 0). Îòæå,
R ¹ ïðàâèì n-åëåìåíòàðíèì êiëüöåì.

Òâåðäæåííÿ 2. Ïðàâå (ëiâå) n-åëåìåíòàðíå êiëüöå ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Áåçó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � ïðàâå n-åëåìåíòàðíå êiëüöå. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈
R iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P ∈ GEn(R), ùî (a, b, 0, . . . , 0) · P = (d, 0, . . . , 0) äëÿ äåÿêîãî

åëåìåíòà d ∈ R. Íåõàé P = (pij). Òîäi ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ap11 + bp21 = d.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

dR ⊂ aR + bR. (4)

Òåïåð äîìíîæèìî öþ æ ðiâíiñòü çëiâà íà îáåðíåíó ìàòðèöþ P−1 ∈ GEn(R). Îòðèìà¹ìî
(a, b, 0, . . . , 0) = (d, 0, . . . , 0)P−1. ßêùî ïîçíà÷èòè P−1 = (p∗ij), òî îòðèìà¹ìî, ùî a =
dp∗11, b = dp∗12, à òîìó aR ⊂ dR, bR ⊂ dR.

Ç (4), à òàêîæ ç îñòàííiõ âêëþ÷åíü îòðèìó¹ìî, ùî aR+bR = dR. Îòæå, ç äîâiëüíîñòi
âèáîðó åëåìåíòiâ a, b ∈ R, âèïëèâà¹, ùî R � ïðàâå êiëüöå Áåçó.

ËIÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ara P., Goodearl K., O'Meara K.C., Pardo E. Diagonalization of matrices over regular rings // Linear

Algebra and Appl. � 1987. � V.265. � P.147-163.

2. Menal P., Moncasi J. On regular rings with stable range 2 // J. Pure Appl. Algebra. �1982. � V.24. �

P.25-40.

3. Zabavsky B.V. Diagonalizability theorem for matrices over rings with finite stable range // Alg. and

Discr. Math. �2005. ��1. �151-165.

4. Henriksen M. On a class of regular rings that are elementary divisor rings // Arch. Math. � 1973. � V.24,

�2. � P.133-141.

5. Levy L.S. Sometimes only square matrices can be diagonalized // Proc. Amer. Math. Soc. � 1975. � V.52.

� P.18-22.

6. Chen H. Generalized stable exchange rings // South Asian Bull. Math. � 2000. � V.24 � P.19-24.

7. Zabavsky B.V. Diagonalization of matrices // Ìàòåìàòè÷íi ñòóäi¨. �2005. � Ò.23, �1. � C.3-10.

8. Zabavsky B.V. Diagonalization of matrices over ring with finite stable rank // Âiñíèê Ëüâiâñüêîãî óíi-

âåðñèòåòó. � 2003. � Âèï.61. � Ñ.206-210.

9. Bougaut B. Anneaux Quasi-Euclidiens // These de docteur troisieme cycle. � 1976. � V.67.

10. Cooke G.A. A weakening of the euclidean property for integral domains and applications to algebraic

number theory. I. // J. fur die Reine and Angw. Math. �1976. � V.282. � P. 133-156.

11. Zabavsky B., Romaniv O. Noncommutative rings with elementary reduction of matrices // Âîïðîñû

àëãåáðû (Ãîìåëü). � 1999. � Âûï.14. � Ñ.79-85.

12. Henriksen M. Some remarks about elementary divisor rings // Michigan Math. J. -1955/56. � V.3. �

P.159-163.

13. Vaserstein L.N. The stable rank of rings and dimensionality of topological spaces // Functional Anal.

Appl. � 1971. � V.5. � P.102-110.

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò

Íàäiéøëî 19.11.2006


