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ВСТУП

Лiнiйна алгебра виникла як наука про системи лiнiйних рiв-
нянь, матрицi та визначники здебiльшого над полем дiйсних або
комплексних чисел. Основнi об’єкти, якi вивчає лiнiйна алгебра
ХХ ст. — лiнiйнi простори, лiнiйнi вiдображення та лiнiйнi опе-
ратори, лiнiйнi та полiлiнiйнi форми. Системи лiнiйних рiвнянь,
визначники та матрицi теж вивчають, але в дещо загальнiшому
контекстi. Об’єкт вивчення лiнiйної алгебри з часом змiнюєть-
ся, як i об’єкти iнших роздiлiв математики. Тенденцiя цiєї змiни
— все бiльша загальнiсть. У книзi Б.Л. ван дер Вардена “Алге-
бра”, яка написана ще в першiй половинi ХХ ст., предмет лiнiйної
алгебри визначається так: “лiнiйна алгебра займається модуля-
ми та їх гомоморфiзмами, зокрема векторними просторами та
їх перетвореннями”. Ми обмежимося в основному вивченням лi-
нiйних просторiв i лiнiйних вiдображень. Лiнiйна алгебра тiсно
пов’язана з iншими роздiлами математики. Її зв’язок з геомет-
рiєю настiльки близький, що вiдомий французький математик
Ж. Дьєдонне зауважив, що “за цим конгломератом “наук” (аналi-
тична, проективна, неевклiдова, конформна геометрiї) ховається
одна єдина дисциплiна — лiнiйна алгебра”. Лiнiйну алгебру ши-
роко використовують у теорiї груп, теорiї чисел, математичному
аналiзi, диференцiальних рiвняннях, механiцi, теоретичнiй фi-
зицi, теорiї кодування та передачi iнформацiї, в багатьох iнших
роздiлах математики i майже в кожнiй науцi, що користується
математикою.



Роздiл 1.

Лiнiйнi простори
1.1. Означення лiнiйного простору. Лiнiйна

залежнiсть

1.1.1. Означення лiнiйного простору

Означення 1.1.1. Множина V називається лiнiйним просто-
ром над полем P (або P -лiнiйним простором), якщо на цiй мно-
жинi визначена алгебрична операцiя, яка кожнiй парi елементiв
a, b ∈ V ставить у вiдповiднiсть елемент a + b ∈ V , а також для
кожних α ∈ P , a ∈ V визначено добуток αa ∈ V . Цi операцiї
задовольняють такi аксiоми:

1) – 4) V є абелевою групою щодо операцiї додавання;
5) ∀α, β ∈ P , ∀a ∈ V α(βa) = (αβ)a;
6) ∀α, β ∈ P , ∀a ∈ V (α + β)a = αa + βa;
7) ∀α ∈ P , ∀a, b ∈ V α(a + b) = αa + αb;
8) ∀a ∈ V 1 · a = a.
Елементи множини V , звичайно, називають векторами, еле-

менти поля P — скалярами. Елемент 0 ∈ V , що є нейтральним
елементом абелевої групи V , називатимемо нуль-вектором.

Приклад 1.1.1. 1. Числовий n-вимiрний векторний простiр Rn

є лiнiйним простором над полем дiйсних чисел R.
2. Аналогiчно Pn = {(α1, . . . , αn) | αi ∈ P} — лiнiйний про-

стiр над полем P .
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3. Mm, n(P ) — множина матриць порядку m×n з елемента-
ми поля P є лiнiйним простором над полем P стосовно операцiй
додавання матриць та множення матриць на скаляри.

4. Множина P [X] (P [X1, . . . , Xn]) полiномiв над полем P вiд
однiєї змiнної (кiлькох змiнних X1, . . . , Xn) є лiнiйним просто-
ром над полем P стосовно звичайних операцiй додавання полi-
номiв та множення полiномiв на скаляри.

5. Pn[X] — множина полiномiв степеня, не вищого вiд n, є
P -лiнiйним простором стосовно операцiй додавання полiномiв
та множення полiномiв на скаляри.

6. Нехай A — пiдмножина множини R дiйсних чисел. Мно-
жина FA — дiйсних функцiй дiйсного аргумента, визначених на
множинi A, є R-лiнiйним простором вiдносно додавання фун-
кцiй та множення функцiй на скаляри.

7. Якщо P ′ — розширення поля P (тобто P ′ — поле, що
мiстить поле P ), то P ′ — P -лiнiйний простiр.

1.1.2. Лiнiйна залежнiсть векторiв

Означення 1.1.2. Систему векторiв a1, . . . , ak з лiнiйного прос-
тору V називають лiнiйно залежною, якщо iснують скаляри
α1, . . . , αk ∈ P , що не всi дорiвнюють 0 i такi, що

α1a1 + · · ·+ αkak = 0.

У протилежному випадку вектори a1, . . . , ak ∈ V називають лi-
нiйно незалежними. Iнакше кажучи, вектори a1, . . . , ak — лi-
нiйно незалежнi, якщо α1a1 + · · · + αkak = 0 лише тодi, коли
α1 = · · · = αk = 0.

Зауваження 1.1.1. Символ 0 у нас може означати i нуль-вектор
i нульовий скаляр, тобто нуль поля P . Сподiваємося, що з тексту
завжди буде зрозумiло про який 0 iде мова. Наприклад, в озна-
ченнi лiнiйно залежної системи векторiв перший раз 0 означає
скаляр, а другий раз — вектор.
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Означення 1.1.3. Вираз α1a1 + · · · + αkak називають лiнiй-
ною комбiнацiєю векторiв a1, . . . , ak. Сукупнiсть всiх лiнiйних
комбiнацiй векторiв a1, . . . , ak називають лiнiйною оболонкою
цих векторiв.

Приклад 1.1.2. 1. Полiноми 1, X, . . . ,Xn — лiнiйно незалеж-
нi елементи лiнiйного простору P [X]. Це випливає з означення
полiнома.

2. Нехай задано k векторiв ai = (αi1, . . . , αin) ∈ Rn (1 ≤
i ≤ k) числового n-вимiрного векторного простору. Вектори
a1, . . . , ak лiнiйно незалежнi тодi i тiльки тодi, коли ранг ма-
трицi [αij ], рядками якої є вектори a1, . . . , ak, дорiвнює k.

У наступному твердженнi наведено найпростiшi властивостi
лiнiйної залежностi.

Твердження 1.1.1. 1) Якщо система векторiв простору Pn

мiстить нуль-вектор, то вона лiнiйно залежна.
2) Якщо пiдсистема a1, . . . , am системи a1, . . . , ak (m < k) є

лiнiйно залежною, то i система a1, . . . , ak — лiнiйно залежна.
3) Кожна пiдсистема лiнiйно незалежної системи векторiв

є лiнiйно незалежною.

Доведення. 1. Нехай a1 = 0, a2, . . . , am — система векторiв, що
мiстить нуль-вектор. Тодi 1 ·a1+0 ·a2+ · · ·+0 ·an = 0 i λ1 = 1 6= 0.

2. Якщо a1, . . . , am — лiнiйно залежна пiдсистема системи
векторiв a1, . . . , am, am+1, . . . , ak, то iснує ненульовий набiр ска-
лярiв λ1, . . . , λm ∈ P (не зменшуючи загальностi, можна вва-
жати, що λ1 6= 0), для яких λ1a1 + · · · + λmam = 0. Звiдси
λ1a1 + · · · + λmam + 0 · am+1 + · · · + 0 · ak = 0, де λ1 6= 0. От-
же, система a1, . . . , ak лiнiйно залежна.

3. Якби пiдсистема лiнiйно незалежної системи виявилась лi-
нiйно залежною, то i вся система була б лiнiйно залежною.

1.1.3. Леми про лiнiйну залежнiсть

Лема 1.1.1. Система векторiв a1, . . . , ak (k ≥ 2) лiнiйного
простору V лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли один з
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цих векторiв є лiнiйною комбiнацiєю решти векторiв.

Доведення. Якщо система a1, . . . , ak є лiнiйно залежною, то iсну-
ють скаляри λ1, . . . , λk ∈ P , що не всi дорiвнюють нулевi (не
зменшуючи загальностi, вважаємо, що λ1 6= 0) такi, що λ1a1 +
· · · + λkak = 0. Звiдси a1 = −λ2

λ1
a2 − · · · − λk

λ1
ak, тобто вектор a1

є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a2, . . . , ak. Нехай тепер один з
векторiв, наприклад ak, є лiнiйною комбiнацiєю iнших, тобто
ak = µ1a1 + · · ·+µk−1ak−1. Тодi µ1a1 + · · ·+ µk−1ak−1− 1 · ak = 0,
тобто вектори a1, . . . , ak лiнiйно залежнi.

Лема 1.1.2 (лема про замiну). Якщо кожний вектор лiнiйно
незалежної системи векторiв a1, . . . , ak з лiнiйного простору V
є лiнiйною комбiнацiєю векторiв b1, . . . , bl, то k ≤ l.

Доведення. Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що k >
m. Оскiльки a1 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв b1, . . . , bm, то
система a1, b1, . . . , bm лiнiйно залежна. Отже, iснують скаляри
λ1, µ1, . . . , µm ∈ P , що не всi дорiвнюють нулевi i такi, що λ1a1 +
µ1b1 + · · ·+µmbm = 0. Зауважимо, що випадок µ1 = · · · = µm = 0
неможливий, бо тодi ми мали б λ1a1 = 0 i, оскiльки λ1 6= 0,
то a1 = 0. Це неможливо, бо система a1, . . . , ak лiнiйно неза-
лежна (див. твердження 1.1.1). Отже, iснує вiдмiнний вiд нуля
скаляр µi (1 ≤ i ≤ n). Нехай, наприклад, µ1 6= 0. Тодi, як i в ле-
мi 1.1.1, вектор b1 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, b2, . . . , bm.
Оскiльки вектор a2 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв b1, . . . , bm,
то з доведеного випливає, що вiн є i лiнiйною комбiнацiєю векто-
рiв a1, b2, . . . , bm. Звiдси, за лемою 1.1.1, система a1, a2, b1, . . . , bm

лiнiйно залежна, тобто iснує такий ненульовий набiр скалярiв
λ1, λ2, µ1, . . . , µm ∈ P , що

λ1a1 + λ2a2 + µ2b2 + · · ·+ µmbm = 0.

Якщо µ2 = · · · = µm = 0, то λ1 6= 0 або λ2 6= 0 i λ1a1 + λ2a2 = 0,
що суперечить твердженню 1.1.1. Отже, серед µ2, . . . , µm iснує
ненульовий скаляр. Нехай µ2 6= 0. Тодi b2 = α1a1 + α2a2 + β3b3 +
· · ·+ βmbm, де α1, α2, β3, . . . , βm ∈ P . Оскiльки кожний вектор ai
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(1 ≤ i ≤ k) є лiнiйною комбiнацiєю векторiв b1, . . . , bm, то вiн є
i лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, a2, b3, . . . , bm. Продовжуючи
так мiркувати, через m крокiв одержимо, що кожний вектор ai

(1 ≤ i ≤ k), зокрема, вектор am+1 є лiнiйною комбiнацiєю векто-
рiв a1, . . . , am. За лемою 1.1.1 система a1, . . . , am, am+1 є лiнiйно
залежною. Тодi з твердження 1.1.1 випливає, що i вся система
a1, . . . , ak лiнiйно залежна. Одержана суперечнiсть показує, що
k ≤ m, що i треба довести.

Лема 1.1.3. Кожнi k > n векторiв P -лiнiйного простору Pn

лiнiйно залежнi.

Доведення. Розглянемо одиничнi вектори

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

Якщо a = (a1, . . . , an) ∈ Pn, то зрозумiло, що a = a1e1+· · ·+anen,
тобто кожний вектор є лiнiйною комбiнацiєю одиничних векто-
рiв. Якщо ми маємо k лiнiйно незалежних векторiв a1, . . . , ak, то
з леми 1.1.2 випливає, що k ≤ n, тобто k > n векторiв з Pn не мо-
жуть бути лiнiйно незалежними, тому вони лiнiйно залежнi.

1.1.4. Скiнченно-вимiрнi лiнiйнi простори

Порiвняємо лiнiйнi простори Pn та FR — простiр дiйсних фун-
кцiй визначених на R. У просторi Pn iснує n лiнiйно незалежних
векторiв,наприклад, одиничнi вектори

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

За лемою 1.1.2 про лiнiйну залежнiсть у просторi Pn не iснує лi-
нiйно незалежної системи векторiв, яка б мiстила бiльше, нiж n
векторiв. Навпаки, в R-лiнiйному просторi FR iснують лiнiйно
незалежнi системи функцiй, якi мiстять будь-яку наперед за-
дану кiлькiсть векторiв. Справдi, для будь-якого натурального
числа n система функцiй sinx, sin 2x, . . . , sin 2nx — лiнiйно не-
залежна. Щоб переконатися в цьому припустимо, що λ0 sinx +
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λ1 sin 2x+· · ·+λn sin 2nx = 0, де λ0, λ1, . . . , λn ∈ R. Взявши x = π
2 ,

одержимо λ0 = 0. Тому λ1 sin 2x + · · · + λn sin 2nx = 0. Для
x = π

4 з останньої рiвностi одержимо λ1 = 0. I так далi, пiд-
ставляючи замiсть x послiдовно значення π

8 , . . . , π
2n+1 , одержу-

ємо, що λ0 = λ1 = · · · = λn = 0 . Це означає, що система
sinx, sin 2x, . . . , sin 2nx лiнiйно незалежна.

Означення 1.1.4. Лiнiйний простiр V над полем P називають
скiнченновимiрним , якщо iснує таке натуральне число n, що
будь-яка лiнiйно незалежна система векторiв з V мiстить не бiль-
ше, нiж n векторiв. У протилежному випадку простiр V назива-
ють нескiнченновимiрним.

Отже, бачимо, що Pn — скiнченновимiрний лiнiйний простiр,
FR — нескiнченновимiрний лiнiйний простiр. Надалi обмежимося
вивченням скiнченновимiрних лiнiйних просторiв.

1.2. База скiнченновимiрного лiнiйного про-
стору

1.2.1. Означення бази. Теореми про базу

Означення 1.2.1. Базою скiнченновимiрного лiнiйного просто-
ру V називають лiнiйно незалежну систему твiрних цього про-
стору, тобто таку лiнiйно незалежну систему векторiв a1, . . . , an ∈
V , що кожний вектор x ∈ V є лiнiйною комбiнацiєю векторiв
a1, . . . , an.

Теорема 1.2.1. Кожний скiнченновимiрний лiнiйний простiр
V 6= {0} має базу.

Доведення. V 6= {0}, тому V мiстить ненульовi вектори. Нехай
e1 ∈ V будь-який ненульовий вектор. Система, що складається
з вектора e1, лiнiйно незалежна. Якщо e1 — база, то доводи-
ти нiчого. В iншому випадку iснує вектор e2 ∈ V , який не є
лiнiйною комбiнацiєю вектора e1. Звiдси випливає, що вектори
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e1, e2 лiнiйно незалежнi. Якщо вектори e1 i e2 не утворюють бази,
то iснує вектор e3 ∈ V , який не є лiнiйною комбiнацiєю векто-
рiв e1, e2. Система векторiв e1, e2, e3 — лiнiйно незалежна, позаяк
з λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0 випливає λ3 = 0, бо iнакше e3 був би
лiнiйною комбiнацiєю e1, e2. Тому λ1e1+λ2e2 = 0, а звiдси випли-
ває, що i λ1 = λ2 = 0, бо e1, e2 лiнiйно незалежнi. Припустимо,
що ми вже вибрали у просторi V систему з k лiнiйно незалежних
векторiв i ця система не є базою простору V . Тодi знайдеться ве-
ктор ek+1, який не можна виразити у виглядi лiнiйної комбiнацiї
векторiв e1, . . . , ek. Отже, одержимо лiнiйно незалежну систему
e1, . . . , ek, ek+1, що складається з k + 1 вектора. Оскiльки про-
стiр V скiнченновимiрний, то описаний процес повинен зупини-
тися. Скажiмо, на n-му кроцi одержимо базу e1, . . . , en.

Теорема 1.2.2. Система векторiв e1, . . . , en скiнченновимiрно-
го лiнiйного простору V є базою простору V тодi i тiльки тодi,
коли кожен вектор x ∈ V однозначно виражається у виглядi
лiнiйної комбiнацiї векторiв e1, . . . , en.

Доведення. Нехай система векторiв e1, . . . , en V є базою просто-
ру V . Тодi, за означенням бази, це система твiрних, а тому кожен
вектор x ∈ V виражається у виглядi лiнiйної комбiнацiї векто-
рiв e1, . . . , en. Якби iснував вектор a ∈ V , який виражається у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв e1, . . . , en двома способами

x = α1a1 + · · ·+ αnen = α′1a1 + · · ·+ α′nen,

то звiдси випливало б, що

(α1 − α′1)a1 + · · ·+ (αn − α′n)en = 0.

Оскiльки система векторiв e1, . . . , en лiнiйно незалежна, то α1 −
α′1 = . . . αn − α′n = 0, a тому α1 = α′1, . . . , αn = α′n.

Навпаки, якщо кожен вектор x ∈ V однозначно виражається
у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв e1, . . . , en, то, зокрема, ве-
ктори e1, . . . , en складають систему твiрних простору V . Для до-
ведення, лiнiйної незалежностi цiєї системи досить зауважити,
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що оскiльки 0-вектор однозначно записується як лiнiйна комбi-
нацiя e1, . . . , en, то вектори e1, . . . , en лiнiйно незалежнi.

Теорема 1.2.3. Кожнi двi бази скiнченновимiрного лiнiйного
простору V складаються з однакової кiлькостi векторiв.

Доведення. Нехай e1, . . . , em та a1, . . . , ak — двi бази простору V .
Система e1, . . . , em лiнiйно незалежна i кожен вектор ei (1 ≤
i ≤ m) є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, . . . , ak. З леми 1.1.2
випливає, що m ≤ k. Так само показуємо, що k ≤ m. Отже,
m = k.

Теорема 1.2.4. Нехай e1, . . . , en — лiнiйно незалежна система
векторiв скiнченновимiрного лiнiйного простору V . Еквiвален-
тнi такi власитивостi:

1) e1, . . . , en — база V ;
2) e1, . . . , en — мiнiмальна система твiрних простору V ;
3) e1, . . . , en — максимальна лiнiйно незалежна система ве-

кторiв простору V .

Доведення. Доведення проводимо за схемою 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1).
1) ⇒ 2). Якщо система твiрних e1, . . . , ek простору V не є

мiнiмальною, то з неї можна вилучити один з векторiв (напри-
клад, e1), так, що система e2, . . . , ek, яка залишиться, ще буде
системою твiрних. Тодi для вектора e1 одержимо

e1 = 1 · e1 + 0 · e2 + · · ·+ 0 · ek,

e1 = 0 · e1 + λ2 · e2 + · · ·+ λk · ek,

тобто вектор e1 можна двома способами подати у виглядi лiнiйної
комбiнацiї векторiв e1, . . . , ek. Ця суперечнiсть з теоремою 1.2.2
показує, що система e1, . . . , ek мiнiмiмальна.

1) ⇒ 2). Нехай x ∈ V , причому

x = λ1e1 + · · ·+ λkek i x = λ′1e1 + · · ·+ λ′kek.

Звiдси випливає, що

(λ1 − λ′1)e1 + · · ·+ (λk − λ′k)ek = ~0.
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Тому маємо λ1 − λ′1 = · · · = λk − λ′k = 0, тобто λ1 = λ′1, . . . , λk =
λ′k.

2) ⇒ 3). Мiнiмальна система твiрних є лiнiйно незалежною
за твердженням 1.1.1. Якщо вона не є максимальною, то iснує
вектор a ∈ L такий, що система a, e1, . . . , ek лiнiйно незалежна.
Звiдси випливає, що a не виражається у виглядi лiнiйної комбi-
нацiї векторiв e1, . . . , ek. Суперечнiсть.

3) ⇒ 1). Потрiбно лише довести, що e1, . . . , ek є системою
твiрних простору V . Для цього, нехай x ∈ V . Система x, e1, . . . , ek

лiнiйно залежна, тобто iснує ненульовий набiр скалярiв λ, α1, . . . ,
αk такий, що λx + α1e1 + · · ·+ αkek = 0. Тут обов’язково λ 6= 0,
бо в iншому випадку ми мали б α1e1 + · · · + αkek = 0, причому
не всi α1, . . . , αk дорiвнюють нулю, тобто система e1, . . . , ek була
б лiнiйно залежною. Отже, x = −α1

λ e1 − · · · − αk
λ ek. Це завершує

доведення останньої iмплiкацiї i теореми в цiлому.

Зауваження 1.2.1. Надалi опускатимемо слово “скiнченновимiр-
ний” i замiсть “скiнченновимiрний лiнiйний простiр” будемо го-
ворити “лiнiйний простiр”.

Означення 1.2.2. Розмiрнiстю лiнiйного простору V назива-
ють кiлькiсть векторiв будь-якої бази цього простору. Розмiр-
нiсть лiнiйного простору V позначають dimP V або dimV .

Приклад 1.2.1. 1. Розглянемо простiр Pn[X] полiномiв степе-
ня не вищого, нiж n. Полiноми 1, X, . . . ,Xn утворюють базу
цього простору. Тому dimPn[X] = n + 1.

2. Одиничнi вектори e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)
утворюють базу простору Pn; dimPn = n.

Зауваження 1.2.2. n векторiв ai = (αi1 , . . . , αin), 1 ≤ i ≤ n, лi-
нiйного простору Pn утворюють базу цього простору тодi i лише
тодi, коли вони лiнiйно незалежнi. Тому лiнiйний простiр може
мати багато рiзних баз.
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1.2.2. Координати вектора стосовно бази

Означення 1.2.3. Нехай V — лiнiйний простiр над полем P ,
e1, . . . , en — його база i x ∈ V . Тодi

x = ξ1e1 + · · ·+ ξnen, (1.2.1)

де ξ1, . . . , ξn ∈ P . За теоремою 1.2.2 про базу, елементи ξ1, . . . , ξn

однозначно визначенi вектором x i векторами e1, . . . , en. Скаляри
з рiвностi (1.2.1) називають координатами вектора x стосовно
бази e1, . . . , en.

Введемо скороченi позначення e = (e1, . . . , en), X =
(

ξ1
...
ξn

)
.

Тодi вектор x можна записати у виглядi

x = ξ1e1 + · · ·+ ξnen = (e1, . . . , en)




ξ1

. . .
ξn


 .

(Ми вважаємо, що ξiei = eiξi). Використовуючи цi скороченi поз-
начення, запишемо (1.2.1) у виглядi

x = eX. (1.2.2)

Приклад 1.2.2. 1. У просторi R3 розглянемо базу a1 = (1, 1, 1),
a2 = (0, 1, 1), a3 = (0, 0, 1). Очевидно, що вектор b = (1, 0, 0) у
цiй базi має координати (1,−1, 0). Справдi, b = a1 − a2 + 0 · a3.

2. Нехай 1, X, . . . ,Xn — база простору Pn[X]. Тодi коорди-
натами полiнома α0 + α1X + · · · + αnXn стосовно цiєї бази є
послiдовнiсть (α0, α1, . . . , αn) елементiв поля P .

1.2.3. Матриця переходу вiд однiєї бази до iншої

Нехай V — P -лiнiйний простiр i e1, . . . , en та e′1, . . . , e
′
n — двi бази

цього простору. Кожний вектор другої бази є лiнiйною комбiна-
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цiєю векторiв першої бази, тобто

e′1 = τ11e1 + τ21e2 + · · ·+ τn1en,

e′2 = τ12e1 + τ22e2 + · · ·+ τn2en,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e′n = τ1ne1 + τ2ne2 + · · ·+ τnnen,

(1.2.3)

де τij ∈ P , 1 ≤ i, j ≤ n.

Означення 1.2.4. Розглянемо матрицю T = [τij ], стовпчиками
якої є координати векторiв бази e′ = (e′1, . . . , e

′
n) стосовно бази

e = (e1, . . . , en). Матрицю T називають матрицею переходу вiд
бази e до бази e′.

Систему рiвностей (1.2.3) можна записати у матричному ви-
глядi

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)




τ11 τ12 . . . τ1n

τ21 τ22 . . . τ2n

. . . . . . . . . . . . .
τn1 τn2 . . . τnn


 ,

або, ще коротше, у виглядi

e′ = eT. (1.2.4)

Лема 1.2.1 (лема про скорочення). Нехай A i B — двi ма-
трицi з коефiцiєнтами з поля P , e = (e1, . . . , en) — лiнiйно не-
залежна система векторiв P -лiнiйного простору V i eA = eB.
Тодi A = B.

Доведення. Нехай A = [αij ], B = [βij ]. Тодi

eA = (e1, . . . , en)A =

(
n∑

i=1

αi1ei, . . . ,
n∑

i=1

αinei

)
,

eB = (e1, . . . , en)B =

(
n∑

i=1

βi1ei, . . . ,

n∑

i=1

βinei

)
.

З теореми 1.2.2 випливає, що αij = βij , тобто A = B.
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Доведена лема стверджує, що рiвнiсть eA = eB можна “ско-
рочувати на e”, якщо e — лiнiйно незалежна система векторiв.
Таке скорочення часто використовуватимемо.

Теорема 1.2.5. Матриця переходу вiд однiєї бази скiнченнови-
мiрного лiнiйного простору до iншої бази є невиродженою.

Доведення. Розглянемо поряд з матрицею T — переходу вiд ба-
зи e до бази e′ ще i матрицю T ′ — переходу вiд бази e′ до бази e.
Поряд з рiвнiстю (1.2.4) маємо

e = e′T ′. (1.2.5)

Пiдставивши e′ = eT у (1.2.5), одержимо e = eTT ′ або eE =
eTT ′, де E — одинична матриця. “Скоротимо” цю рiвнiсть на e,
використовуючи попередню лему. Одержимо TT ′ = E, звiдси
detT · detT ′ = 1, тому detT 6= 0.

Зауваження 1.2.3. Ми довели бiльше, нiж сформулювали. Тоб-
то, ми довели, що не тiльки detT 6= 0, а навiть T−1 = T ′.

Приклад 1.2.3. Розглянемо двi бази e =
(
e1 = (1, 0, 0), e2 =

(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)
)
та e′ =

(
e′1 = (1, 1, 1), e′2 = (0, 1, 1), e′3 =

(0, 0, 1)
)
в просторi R3. Матриця A =

(
1 0 0
1 1 0
1 1 1

)
є матрицею пе-

реходу вiд бази e до бази e′.

1.2.4. Зв’язок координат вектора в рiзних базах

Нехай e = (e1, . . . , en) та e′ = (e′1, . . . , e
′
n) — двi бази лiнiйного

простору V i нехай x ∈ V . Позначимо через X =
(

ξ1
...
ξn

)
та X ′ =(

ξ′1...
ξ′n

)
— стовпчики координат вектора x стосовно баз e та e′

вiдповiдно. Оскiльки x = eX = e′X ′, то використовуючи (1.2.4)
маємо eX = eTX ′. На основi леми 1.2.1 скоротимо цю рiвнiсть
на e. Одержимо

X = TX ′. (1.2.6)
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Домножимо рiвнiсть (1.2.6) злiва на T−1 (T — невироджена).
Отримає-мо

X ′ = T−1X. (1.2.7)

Формули (1.2.6) i (1.2.7) описують зв’язок координат вектора x у
рiзних базах. За цими формулами, знаючи координати вектора
стосовно однiєї бази, можна знайти його координати стосовно
iншої бази. Зауважимо, що формулу (1.2.7) ще можна записати
у виглядi X ′ = T ′X, де T ′ — матриця переходу вiд бази e′ до
бази e.

1.3. Пiдпростори лiнiйних просторiв

1.3.1. Означення та приклади

Означення 1.3.1. Непорожню пiдмножину L лiнiйного просто-
ру V називають пiдпростором простору V , якщо виконуються
умови:

1) ∀a, b ∈ L a + b ∈ L;
2) ∀α ∈ P, ∀a ∈ L αa ∈ L.

Приклад 1.3.1. 1. Нагадаємо, що лiнiйною оболонкою
L(a1, . . . , ak) системи векторiв a1, . . . , ak з лiнiйного простору V
називають множину лiнiйних комбiнацiй векторiв a1, . . . , ak

L(a1, . . . , ak) = {x ∈ V | x = α1a1 + · · ·+ αkak, αi ∈ P}.

Лiнiйна оболонка L(a1, . . . , ak) довiльної системи векторiв прос-
тору V є пiдпростором лiнiйного простору V .

2. Множина розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи рiвнянь
з n невiдомими iз коефiцiєнтами з поля P утворює пiдпростiр
простору Pn.

3. Позначимо C(a, b) множину неперервних дiйсних функцiй,
визначених на iнтервалi (a, b). C(a, b) є R-лiнiйним простором.
Нехай C(n)(a, b) — множина дiйсних функцiй, якi мають непе-
рервнi похiднi в (a, b) до n-го порядку включно. C(n)(a, b) — теж
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лiнiйний простiр над полем R. C(n)(a, b) — пiдпростiр простору
C(a, b). Нехай L — множина тих функцiй y(x) ∈ C(n)(a, b), що
задовольняють диференцiальне рiвняння

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an−1(x)y′ + an(x)y = 0,

де ai(x) ∈ C(a, b). Легко переконатися в тому, що L пiдпростiр
просторiв C(a, b) i C(n)(a, b).

4. Простiр Pn[X] — полiномiв степеня не вищого, нiж n, є
пiдпростором простору P [X] — всiх полiномiв над полем P .

Теорема 1.3.1. Пiдпростiр L P -лiнiйного простору V є P -лi-
нiйним простором.

Доведення. З означення пiдпростору бачимо, що на L визначено
алгебричну операцiю додавання векторiв i операцiю множення
векторiв на скаляри. Перевiримо, чи для L виконуються всi аксi-
оми лiнiйного простору. Якщо 0 ∈ P i a ∈ L, то 0 · a ∈ L, але
0 · a = (0 + 0)a = 0 · a + 0 · a. Звiдси випливає, що 0 · a = 0 —
нуль-вектор простору V — належить до L. Вектор −1 · a ∈ L є
оберненим до вектора a ∈ L стосовно додавання. Решта аксiом
лiнiйного простору виконуються для L аскiльки вони виконую-
ться для V .

Теорема 1.3.2. Кожну базу пiдпростору можна доповнити до
бази всього простору.

Доведення. Нехай e1, . . . , ek — база пiдпростору L лiнiйного про-
стору V . Система e1, . . . , ek є лiнiйно незалежною системою век-
торiв простору V . Доповнимо цю систему до максимальної лiнiй-
но незалежної системи простору V . За теоремою 1.2.4 одержимо
базу простору V .

1.3.2. Сума та перетин пiдпросторiв

Означення 1.3.2. Нехай L1 i L2 — два пiдпростори P -лiнiйного
простору V . Сумою L1 +L2 пiдпросторiв L1 i L2 називають мно-
жину тих елементiв x ∈ V , якi мають вигляд x = l1 + l2, де
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l1 ∈ L1, l2 ∈ L2. Перетином L1 ∩ L2 пiдпросторiв L1 i L2 нази-
вають їхнiй перетин у теоретико–множинному розумiннi.

Теорема 1.3.3. Сума i перетин пiдпросторiв лiнiйного просто-
ру V є пiдпросторами простору V .

Доведення. Доведемо, що сума двох пiдпросторiв є пiдпросто-
ром. Нехай a, b ∈ L1 + L2. Тодi a = l1 + l2, b = l′1 + l′2; li, l

′
i ∈ Li

(i = 1, 2). a + b = (l1 + l2) + (l′1 + l′2) = (l1 + l′1) + (l2 + l′2) ∈
L1 + L2. Якщо λ ∈ P , то λa = λ(l1 + l2) = λl1 + λl2 ∈ L1 + L2.
Отож, виконуються обидвi умови з означення пiдпростору, тому
L1 +L2 — пiдпростiр. Так само просто доводиться, що L1 ∩L2 —
пiдпростiр. Пропонуємо довести це самостiйно.

Приклад 1.3.2. В просторi R3 розглянемо базу e1, e2, e3. Нехай
L(e1, e2), L(e3), L(e2, e3) — лiнiйнi оболонки вiдповiдних векто-
рiв. Маємо

L(e1, e2) + L(e3) = L(e1, e2) + L(e2, e3) = R3,

L(e3) + L(e2, e3) = L(e2, e3), L(e1, e2) ∩ L(e3) = 0,
L(e1, e2) ∩ L(e2, e3) = L(e2), L(e3) ∩ L(e2, e3) = L(e3).

Суму та перетин пiдпросторiв розглядають також для довiль-
ної скiнченної (i нескiнченної) родини пiдпросторiв.

Означення 1.3.3. Нехай L1, . . . , Lk — пiдпростори простору V .
Сумою L1 + · · ·+Lk пiдпросторiв L1, . . . , Lk називають множину
L1 + · · ·+ Lk = {l1 + · · ·+ lk ∈ V | li ∈ Li, 1 ≤ i ≤ k}. Перетином
L1∩· · ·∩Lk пiдпросторiв L1, L2, . . . , Lk називають їх теоретико–
множинний перетин L1 ∩ · · · ∩ Lk = {x ∈ V | x ∈ Li, 1 ≤ i ≤ k}.

Вправа. Довести, що L1+· · ·+Lk i L1∩· · ·∩Lk — пiдпростори
простору V .
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1.3.3. Пряма сума пiдпросторiв

Означення 1.3.4. Сума L1 + · · · + Lk пiдпросторiв L1, . . . , Lk

простору V називається прямою, якщо кожний вектор l ∈ L1 +
· · ·+Lk однозначно виражається у виглядi l = l1 + · · ·+ lk, де li ∈
Li, 1 ≤ i ≤ k. Пряму суму пiдпросторiв L1, . . . , Lk позначають
L1 ⊕ · · · ⊕ Lk.

Приклад 1.3.3. 1. Нехай e1, . . . , en — база лiнiйного просто-
ру V . Тодi V можна багатьма способами подати у виглядi пря-
мої суми пiдпросторiв. Зокрема, якщо L(a, b, . . . , c) — лiнiйна
оболонка векторiв a, b, . . . , c, то

V = L(e1, . . . , ed)⊕ L(ed+1, . . . , en), де 1 ≤ d < n;
V = L(e1)⊕ L(e2)⊕ · · · ⊕ L(en).

2. Нехай Mn(R) — лiнiйний простiр квадратних матриць
над полем R: L1 — пiдмножина симетричних матриць в Mn(R),

L1 = {A ∈ Mn(R) | A = A>}
(A> — матриця, транспонована до A); L2 — пiдмножина косо-
симетричних матриць, L2 = {A ∈ Mn(R) | A> = −A}. Легко
переконатися, що L1 i L2 — пiдпростори простору Mn(R). Якщо
A ∈ Mn(R), то A1 = 1

2(A + A>) ∈ L1, A2 = 1
2(A − A>) ∈ L2 i

A = A1 + A2. Це означає, що Mn(R) = L1 + L2. Перевiримо, що
ця сума пряма. Якщо A = A1 + A2 = A′1 + A′2, де Ai, A

′
i ∈ Li,

i = 1, 2, то B = A1 − A′1 = A2 − A′2 одночасно симетрична та
кососиметрична матриця, тому B — нуль-матриця i A1 = A′1,
A2 = A′2. Отже, Mn(R) = L1 ⊕ L2.

Теорема 1.3.4. Сума пiдпросторiв L1 + L2 + · · ·+ Lk є прямою
тодi i тiльки тодi, коли

L1 ∩ (L2 + · · ·+ Lk) = {0},
L2 ∩ (L3 + · · ·+ Lk) = {0},
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Lk−1 ∩ Lk = {0}.
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Доведення. (⇒) Якщо l1 ∈ L1∩(L2 + · · ·+Lk), то l1 +0+ · · ·+0 =
0 + l2 + · · ·+ lk, де li ∈ Li. Оскiльки сума L1 + · · ·+ Lk пряма, то
згiдно з означенням маємо l1 = 0, отже, L1∩(L2+ · · ·+ÃLk) = {0}.
Так само перевiряємо, що L2∩(L3+· · ·+ÃLk) = {0}, . . . , Lk−1∩Lk =
{0}.

(⇐) Нехай l1+l2+· · ·+lk = l′1+l′2+· · ·+l′k, li, l
′
i ∈ Li, 1 ≤ i ≤ k.

Тодi l1− l′1 = (l′2− l2) + · · ·+ (l′k − lk) ∈ L1 ∩ (L2 + · · ·+ Lk) = {0}.
Тому l1 − l′1 = 0 i l1 = l′1 . Враховуючи, що l1 = l′1, одержуємо
l′2− l2 = (l3− l′3)+ · · ·+(lk− l′k) ∈ L2 ∩ (L3 + · · ·+Lk) = {0}, тому
l2 = l′2. Продовжуючи цi мiркування, отримуємо li = l′i для всiх
1 ≤ i ≤ k.

Наслiдок 1.3.5. Нехай M1 i M2 — пiдпростори простору V .
V = M1⊕M2 тодi i тiльки тодi, коли V = M1 +M2 i M1∩M2 =
{0}.

1.3.4. Розмiрнiсть суми пiдпросторiв

Нагадаємо, що dimV означає розмiрнiсть лiнiйного простору V .

Теорема 1.3.6. Якщо L1 i L2 — пiдпростори лiнiйного просто-
ру V , то

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).

Доведення. Нехай L = L1 ∩ L2. Доведемо спочатку теорему у
випадках, коли L = L1 або L = L2. Нехай, наприклад, L = L1.
Тодi L1 ⊂ L2, L1 + L2 = L2 i рiвнiсть, яку ми довoдимо, набуває
вигляду

dimL2 = dimL1 + dimL2 − dimL1,

тому твердження теореми у цьому випадку правильне.
Нехай тепер L $ L2, L $ L2 i нехай e1, . . . , ed — база пiд-

простору L. Доповнимо цю базу векторами ed+1, . . . , ep до бази
пiдпростору L1 i векторами bd+1, . . . , bq до бази пiдпростору L2.
Очевидно, для доведення теореми достатньо довести, що вектори

e1, . . . , ed, ed+1, . . . , ep, bd+1, . . . , bq (1.3.1)
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утворюють базу простору L1 + L2. Для цього покажемо споча-
тку, що система векторiв (1.3.1) лiнiйно незалежна. Нехай деяка
лiнiйна комбiнацiя векторiв цiєї системи є нуль-вектором

α1e1 + · · ·+αded +αd+1ed+1 + · · ·+αpep +βd+1bd+1 + · · ·+βqbq = 0.

Перепишемо цю рiвнiсть у виглядi

α1e1 + · · ·+ αded + αd+1ed+1 + · · ·+ αpep = −βd+1bd+1− · · · − βqbq.
(1.3.2)

Лiва частина (1.3.2) є вектором з L1, права частина — векто-
ром з L2. Звiдси одержуємо, що

∑q
j=d+1 βjbj ∈ L1 ∩ L2. Отже,∑q

j=d+1 βjbj =
∑d

j=1 γjej для деяких γj ∈ P . Оскiльки e1, . . . , ed,
bd+1, . . . , bq — база L2, то остання рiвнiсть можлива лише тодi,
коли βd+1 = · · · = βq = γ1 = · · · = γd = 0. Пiдставимо у (1.3.2)
βj = 0 (d + 1 ≤ j ≤ q). Тодi лiнiйна незалежнiсть векторiв
e1, . . . , ed, ed+1, . . . , ep дає нам α1 = · · · = αp = 0. Це означає,
що система векторiв (1.3.1) лiнiйно незалежна.

З iншого боку, система векторiв (1.3.1) є системою твiрних
пiдпростору L1 + L2. Справдi, якщо l1 ∈ L1, l2 ∈ L2, то iснують
такi ξi, ηj ∈ P , що

l1 = ξ1e1 + · · ·+ ξded + ξd+1ed+1 + · · ·+ ξpep,

l2 = η1e1 + · · ·+ ηded + ηd+1bd+1 + · · ·+ ηqbq.

Звiдси

l1 + l2 = (ξ1 + η1)e1 + · · ·+ (ξd + ηd)ed+
+ ξd+1ed+1 + · · ·+ ξpep + ηd+1bd+1 + · · ·+ ηqbq,

тобто система (1.3.1) є системою твiрних простору L1 + L2. Але
ми вже довели, що система (1.3.1) лiнiйно незалежна, тому це
база L1 + L2. Звiдси

dim(L1 + L2) = p + q − d = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).
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1.4. Вправи

1. Нехай P — поле. Показати, що Pn[X] — скiнченновимiрний
лiнiйний простiр, а P [X] — нескiнченновимiрний.

2. Нехай Zp — поле з p елементiв (p — просте число). Позна-
чимо через Fp множину функцiй iз Zp у Zp, якi задаються
полiномами f(X) ∈ Zp[X]. Показати, що Fp скiнченнови-
мiрний Zp-лiнiйний простiр. Знайти його базу i розмiрнiсть.

3. Чи є множина R всiх дiйсних чисел скiнченновимiрним лi-
нiйним простором над полем рацiональних чисел Q?

4. Нехай V — лiнiйний простiр над полем P , S — будь-яка
пiдмножина множини V , L(S) — перетин всiх пiдпросторiв
простору V , що мiстять S. Показати, що L(S) є множиною
всiх лiнiйних комбiнацiй елементiв iз S (лiнiйна оболонка
множини S).

5. Довести, що для кожного пiдпростору L лiнiйного просто-
ру V iснує пiдпростiр K, що L⊕K = V . Чи єдиний такий
пiдпростiр K?

6. Нехай L1, L2, L3 — пiдпростори лiнiйного простору:

a) показати, що рiвнiсть L1∩(L2+L3) = (L1∩L2)+(L1∩L3)
справджується не завжди;

б) довести, що L1 ∩
(
L2 + (L1 ∩L3)

)
= (L1 ∩L2) + (L1 ∩L3).

7. Знайти розмiрностi лiнiйних просторiв:

a) простору Pn[X1, X2, . . . , Xm] — полiномiв степеня не ви-
щого, нiж n вiд змiнних X1, X2, . . . , Xm;

б) простору однорiдних полiномiв степеня d вiд двох змiн-
них;

в) простору однорiдних полiномiв степеня d вiд m змiнних.
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7. Нехай a1, . . . , an+1 ∈ P — попарно рiзнi елементи i

gi(X) =
∏

i6=j

(X − aj)(ai − aj)−1.

Показати, що полiноми g1(X), . . . , gn+1(X) утворюють базу
простору Pn[X]. Показати, що

(
f(a1), . . . , f(an+1)

)
— коор-

динати полiнома f(X) в цiй базi.



Роздiл 2.

Лiнiйнi оператори
2.1. Гомоморфiзми лiнiйних просторiв

2.1.1. Означення та приклади. Теорема про задання
гомоморфiзму його значеннями на векторах
бази

Означення 2.1.1. Нехай V1 та V2 — два лiнiйнi простори над
полем P . Гомоморфiзмом простору V1 у простiр V2 називають
вiдображення ϕ : V1 → V2, яке має такi властивостi:

1)∀a, b ∈ V ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b);
2)∀λ ∈ P , ∀a ∈ V ϕ(λa) = λϕ(a).

Приклад 2.1.1. 1. Тотожне вiдображення 1V : V → V , очевид-
но, є гомоморфiзмом простору V в себе.

2. Вiдображення, що ставить у вiдповiднiсть кожному ве-
ктору x ∈ V1 нуль-вектор простору V2, є гомоморфiзмом цих
просторiв. (Якщо V1 = V2 = V , то таке вiдображення назива-
ють нуль-оператором).

3. Нехай δ : Pn[X] → Pn[X] — вiдображення лiнiйного про-
стору полiномiв степеня не вищого, нiж n у цей самий простiр,
що ставить у вiдповiднiсть кожному полiному f(X) ∈ Pn[X]
його похiдну f ′(X). З властивостей похiдної випливає, що δ —
гомоморфiзм лiнiйних просторiв.

4. Нехай P — поле, що мiстить поле рацiональних чисел Q,
Pn[X] i Pn+1[X] — простори полiномiв степенiв не вищих, нiж n

23
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i n + 1. Розглянемо вiдображення δ : Pn[X] → Pn+1[X], δ(a0 +

a1X + · · ·+ anXn)
df
= a0X + a1

2 X2 + · · ·+ an
n+1Xn+1. Легко перевi-

рити, що δ(f + g) = δ(f) + δ(g) i δ(λf) = λδ(f), де f, g ∈ Pn[X],
λ ∈ P , тому δ — гомоморфiзм.

Теорема 2.1.1. Нехай V1, V2 — P -лiнiйнi простори, dimV1 = n.
a) Будь-який гомоморфiзм f : V1 → V2 цiлком визначається

своїми значеннями f(ei), 1 ≤ i ≤ n, на векторах будь-якої бази
e1, . . . , en простору V1.

б) Якщо e1, . . . , en — база V1 i b1, . . . , bn — будь-якi n векторiв
з V2, то iснує єдиний гомоморфiзм f : V1 → V2, для якого f(ei) =
bi.

Доведення. a) Якщо x ∈ V1, то iснують елементи α1, . . . , αn ∈ P ,
що x =

∑n
i=1 αiei. Тодi f(x) = f (

∑n
i=1 αiei) =

∑n
i=1 αif(ei). От-

же, якщо задано вектори f(ei), то вони однозначно визначають
вектор f(x) для кожного вектора x ∈ V1.

б) Нехай вектор x ∈ V1. Тодi x =
∑n

i=1 αiei. Приймемо f(x) =∑n
i=1 αibi. Якщо x′ =

∑n
i=1 α′iei — ще один вектор з V1, то

f(x + x′) = f
( n∑

i=1

(αi + α′i)ei

)
=

n∑

i=1

(αi + α′i)bi =

=
n∑

i=1

αibi +
n∑

i=1

α′ibi = f(x) + f(x′)

i

f(λx) = f
( n∑

i=1

λαiei

)
=

n∑

i=1

λαibi = λ
n∑

i=1

αibi = λf(x)

для λ ∈ P . Отже, f : V1 → V2 — гомоморфiзм. Єдинiсть f випли-
ває з твердження a) теореми.

Множину всiх гомоморфiзмiв простору V1 у простiр V2 позна-
чають через Hom(V1, V2). Переконаємось у тому, що Hom(V1, V2)
є лiнiйним простором.
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2.1.2. Простiр Hom (V1, V2)

Теорема 2.1.2. Нехай V1, V2 — P -лiнiйнi простори. Тодi
Hom(V1, V2) — P -лiнiйний простiр.

Доведення. Означити алгебричну операцiю додавання “векторiв”
з Hom(V1, V2) i операцiю множення цих векторiв на скаляри.
Якщо ϕ,ψ ∈ Hom(V1, V2) i λ ∈ P , то за означенням (ϕ + ψ)
— вiдображення з V1 y V2, для якого (ϕ + ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x),
λϕ — вiдображення з V1 y V2, для якого (λϕ)(x) = λϕ(x).

Переконаємося, що (ϕ + ψ), λϕ ∈ Hom(V1, V2). Маємо

(ϕ+ψ)(x+y) = ϕ(x+y)+ψ(x+y) = ϕ(x)+ϕ(y)+ψ(x)+ψ(y) =
= ϕ(x) + ψ(x) + ϕ(y) + ψ(y) = (ϕ + ψ)(x) + (ϕ + ψ)(y);

(ϕ + ψ)(λx) = ϕ(λx) + ψ(λx) = λϕ(x) + λψ(x) =
= λ

(
ϕ(x) + ψ(x)

)
= λ(ϕ + ψ)(x).

У кожному з цих двох випадкiв перша рiвнiсть випливає з озна-
чення, друга — з того, що ϕ i ψ гомоморфiзми, третя — з того,
що V2 — лiнiйний простiр i четверта — з означення.

Залишається перевiрити, що операцiї ϕ + ψ i λϕ задовольня-
ють аксiоми лiнiйного простору. Обмежимося перевiркою трьох
аксiом, решту пропонуємо перевiрити самостiйно.

a) Нейтральним елементом групи Hom(V1, V2) є нульовий го-
моморфiзм 0̃, для якoгo 0̃(x) = 0 — нуль-вектор простору V2 для
кожного x ∈ V1. Справдi, (ϕ + 0̃)(x) = ϕ(x) + 0̃(x) = ϕ(x) + 0 =
ϕ(x). Тому ϕ + 0̃ = ϕ.

б) Оберненим до ϕ ∈ Hom(V1, V2) є (−1)ϕ. Справдi,
(
ϕ +

(−1)ϕ
)
(x)

= ϕ(x)− ϕ(x) = 0, тому ϕ + (−1)ϕ = 0̃.
в) λ(ϕ + ψ) = λϕ + λψ, де λ ∈ P , ϕ,ψ ∈ Hom(V1, V2). Ця

рiвнiсть випливає з такого обчислення:
(
λ(ϕ + ψ)

)
(x) = λ

(
(ϕ +

ψ)(x)
)

= λ
(
ϕ(x) + ψ(x)

)
= λϕ(x) + λψ(x) = (λϕ)(x) + (λψ)(x) =

(λϕ + λψ)(x).
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Сподiваємося, що читачi зможуть без труднощiв перевiрити
все, що залишилося перевiрити, тому вважаємо теорему доведе-
ною.

Означення 2.1.2. У випадку, коли V1 = V2 = V , гомоморфiзми
з Hom(V, V ) називають ендоморфiзмами простору V . Множину
ендоморфiзмiв Hom(V, V ) прийнято позначати EndV

Hom(V, V ) = EndV.

Наслiдок 2.1.3. Нехай V — P -лiнiйний простiр. Тодi EndV —
P -лiнiйний простiр.

2.1.3. Iзоморфiзми лiнiйних просторiв

Означення 2.1.3. Гомоморфiзм ϕ лiнiйних просторiв назива-
ється iзоморфiзмом, якщо ϕ — бiєктивне вiдображення.

Теорема 2.1.4. Кожнi два лiнiйнi простори V1 i V2 однакової
розмiрностi над полем P iзоморфнi.

Доведення. Нехай e1, . . . , en — база V1 i e′1, . . . , e
′
n — база V2. Роз-

глянемо вiдображення ϕ : V1 → V2, ϕ
(∑n

i=1 αiei

)
=

∑n
i=1 αie

′
i.

(Ми використовуємо той факт, що кожний вектор x ∈ V1 можна
однозначно записати у виглядi

∑n
i=1 αiei за теоремою 1.2.2 роздi-

лу 1). Зрозумiло, що ϕ — сюр’єктивне вiдображення. Це випливає
з щойно доведеної теореми. Якщо для векторiв x =

∑n
i=1 αiei i

x′ =
∑n

i=1 α′iei маємо ϕ(x) = ϕ(x′), тобто
∑n

i=1 αie
′
i =

∑n
i=1 α′ie

′
i,

то за згаданою теоремою 1.2.2 αi = α′i, тому x = x′. Це означає,
що вiдображення ϕ є бiєктивним.



2.1. Гомоморфiзми лiнiйних просторiв 27

Залишилося довести, що ϕ — гомоморфiзм. Маємо

ϕ(x + x′) = ϕ

(
n∑

i=1

αiei +
n∑

i=1

α′iei

)
= ϕ

(
n∑

i=1

(αi + α′i)ei

)
=

=
n∑

i=1

(αi + α′i)e
′
i =

n∑

i=1

αie
′
i +

n∑

i=1

α′ie
′
i = ϕ(x) + ϕ(x′);

ϕ(λx) = ϕ

(
λ

n∑

i=1

αiei

)
=

= ϕ

(
n∑

i=1

λαiei

)
=

n∑

i=1

λαie
′
i = λ

n∑

i=1

αie
′
i = λϕ(x).

Наслiдок 2.1.5. Кожний P -лiнiйний простiр V розмiрностi n
iзоморфний простору Pn.

2.1.4. Матриця гомоморфiзму лiнiйних просторiв

Означення 2.1.4. Нехай V1 i V2 — P -лiнiйнi простори i не-
хай e = (e1, . . . , en) — база простору V1, d = (d1, . . . , dm) —
база простору V2, ϕ : V1 → V2 — гомоморфiзм. Матрицю A ∈
Mn,m(P ), стовпчиками якої є координати векторiв ϕ(ei) стосов-
но бази d = (d1, . . . , dm), називають матрицею гомоморфiзму ϕ
стосовно баз e i d.

Зауваження 2.1.1. Матриця A залежить вiд вибору баз e =
(e1, . . . , en) i d = (d1, . . . , dn). Тому матрицю A записуватимемо
ϕAe,d, щоб пiдкреслити її залежнiсть вiд гомоморфiзму ϕ та вiд
вибору баз e i d.

Нехай
ϕ(e1) = α11d1 + α21d2 + · · ·+ αm1dm,

ϕ(e2) = α12d1 + α22d2 + · · ·+ αm2dm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(en) = α1nd1 + α2nd2 + · · ·+ αmndm,

(2.1.1)
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Тодi

A =ϕ Ae,d =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn


 .

Систему рiвностей (2.1.1) перепишемо так:

(
ϕ(e1), . . . , ϕ(en)

)
= (d1, . . . , dm)




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn


 .

(2.1.2)
Рiвнiсть (2.1.2) трактуємо як “матричну рiвнiсть”: рядок(
ϕ(e1), . . . , ϕ(en)

)
дорiвнює “добутку рядка (d1, . . . , dm) на мат-

рицю A” або, що те саме,

ϕ(ej) =
m∑

i=1

αijdi, 1 ≤ j ≤ n. (2.1.3)

Для скорочення записiв введемо позначення

(
ϕ(e1), . . . , ϕ(en)

) def= ϕ(e), (d1, . . . , dm) def= d.

Тодi (2.1.2) можна скорочено записати так:

ϕ(e) = dA. (2.1.4)

Теорема 2.1.6. Нехай V1 i V2 — P -лiнiйнi простори, розмiр-
ностi яких dimV1 = n, dimV2 = m. Тодi P -лiнiйний простiр
Hom(V1, V2) iзоморфний простору матриць Mm,n(P ).

Доведення. Зафiксуємо бази e = (e1, . . . , en) простору V1 i d =
(d1, . . . , dm) простору V2. Розглянемо вiдображення

F : Hom(V1, V2) → Mm,n(P ),

для якого F (ϕ) =ϕ Ae,d. Доведемо, що F — iзоморфiзм.
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a) Нехай F (ϕ1) = F (ϕ2). Тодi ϕ1Ae,d = ϕ2Ae,d = A. Запишемо
рiвностi (2.1.4) для ϕ1 i ϕ2

ϕ1(e) = dA, ϕ2(e) = dA.

Звiдси ϕ1(e) = ϕ2(e), тобто ϕ1 i ϕ2 приймають однаковi значе-
ння на всiх векторах бази e = (e1, . . . , en). Тому ϕ1 = ϕ2 i F —
iн’єктивне вiдображення.

б) Нехай A = [αij ], де 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n. Знайдемо
прообраз F−1(A). З означення матрицi гомоморфiзму випливає,
що F−1(A) є гомоморфiзмом ϕ, для якого правильнi рiвностi
(2.1.3). Теорема 2.1.1 гарантує, що такий гомоморфiзм ϕ iснує (це
дає нам сюр’єктивнiсть F ) i єдиний (це дає ще одне доведення
iн’єктивностi F ).

в) Нехай F (ϕ1) = A = [αij ], F (ϕ2) = B = [βij ]. Тодi за
означенням матрицi гомоморфiзму ϕ1(ej) =

∑m
i=1 αijdi, ϕ2(ej) =∑m

i=1 βijdi. Звiдси

(ϕ1 + ϕ2)(ej) = ϕ1(ej) + ϕ2(ej) =
m∑

i=1

(αij + βij)di,

тому F (ϕ1 +ϕ2) = F (ϕ1)+F (ϕ2), тобто сумi двох гомоморфiзмiв
вiдповiдає сума їхнiх матриць.

Якщо λ ∈ P , то

(λϕ1)(ej) = λϕ1(ej) = λ
m∑

i=1

αijdi =
m∑

i=1

λαijdi,

тому F (λϕ1) = λF (ϕ1), тобто добутку гомоморфiзму на скаляр
вiдповiдає добуток його матрицi на цей самий скаляр.

Ми довели, що F : Hom(V1, V2) → Mm,n(P ) є бiєктивним го-
моморфiзмом, тобто iзоморфiзмом.
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2.2. Алгебра лiнiйних операторiв

2.2.1. Означення та приклади алгебр

Означення 2.2.1. Алгеброю A над полем P називають множи-
ну A, на якiй визначено двi алгебричнi операцiї додавання “+” i
множення “·”, а також для кожного λ ∈ P i кожного a ∈ A визна-
чений добуток λa ∈ A. Цi операцiї задовольняють такi аксiоми:

1) A — кiльце стосовно “+” i “·”;
2) A — P -лiнiйний простiр стосовно “+” i множення елементiв

з A на елементи з P ;
3) ∀λ ∈ P, ∀a, b ∈ A λ(ab) = (λa)b = a(λb).

Приклад 2.2.1. 1. Поле комплексних чисел C є алгеброю над
полем дiйсних чисел R. Якщо P ′ ⊃ P розширення поля P , то P ′

є алгеброю над полем P .
2. Кiльце мнoгoчленiв P [X1, . . . , Xn] з коефiцiєнтами з поля

P є алгеброю над полем P .
3. Кiльце Mn(P ) квадратних матриць порядку n з коефiцi-

єнтами з поля P є P -алгеброю стосовно звичайних операцiй над
матрицями.

4. Нехай A = P1[X] = {a + bX | a, b ∈ P} — лiнiйний простiр
полiномiв степеня не бiльшого, нiж 1. Введемо на A множення
(a+bX)(c+dX) def= ac+(b+d)X. Стосовно звичайного додавання
i такого множення A є кiльцем (перевiрте!) i P -алгеброю.

2.2.2. Лiнiйнi оператори та операцiї над ними

Означення 2.2.2. Гомоморфiзм лiнiйного простору V в цей са-
мий простiр V (тобто ендоморфiзм простору V ) називають лi-
нiйним оператором.

Множину всiх лiнiйних операторiв простору V позначають
EndV .

Введемо на множинi EndV операцiї суми лiнiйних операторiв,
добутку лiнiйного оператора на скаляр та добутку лiнiйних опе-
раторiв. Сума операторiв i добуток оператора на скаляр — це
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частковi випадки суми гомоморфiзмiв та добутку гомоморфiз-
му на скаляр (див. п. 2.1.2), а добуток лiнiйних операторiв — це
добуток вiдображень: якщо ϕ,ψ ∈ EndV , x ∈ V i λ ∈ P , то

(ϕ+ψ)(x) = ϕ(x)+ψ(x), (λϕ)(x) = λϕ(x), (ψϕ)(x) = ψ
(
(ϕ(x)

)
.

Ми вже знаємо з п. 2.1.2, що (ϕ+ψ) i λϕ — гомоморфiзми, отже,
в цьому випадку лiнiйними операторами. Покажемо, що i ψϕ є
лiнiйним оператором. Якщо x, y ∈ V i λ ∈ P , то

(ψϕ)(x + y) = ψ
(
ϕ(x + y)

)
= ψ

(
ϕ(x) + ϕ(y)

)
=

= ψ
(
ϕ(x)

)
+ ψ

(
ϕ(y)

)
= (ψϕ)(x) + (ψϕ)(y),

(ψϕ)(λx) = ψ
(
ϕ(λx)

)
= ψ

(
λϕ(x)

)
= λ

(
ψ

(
ϕ(x)

))
= λ(ψϕ)(x).

Зауваження 2.2.1. Добуток лiнiйних операторiв некомутатив-
ний. Можна було б навести конкретний приклад некомутуючих
операторiв, але ми не будемо зараз цього робити, бо некомута-
тивнiсть добутку операторiв буде випливати з теореми 2.2.2.

Лiнiйнi оператори скiнченновимiрних просторiв мають цiкаву
властивiсть: для них iн’єктивнiсть, сюр’єктивнiсть i бiєктивнiсть
— рiвносильнi поняття.

Теорема 2.2.1. Нехай ϕ — лiнiйний оператор скiнченновимiр-
ного лiнiйного простору V . Такi умови еквiвалентнi:

1) ϕ — iн’єктивний;
2) якщо e1, . . . , en — база V , то й ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — база V ;
3) iснує ϕ−1 ∈ EndV ;
4) ϕ — бiєктивний;
5) ϕ — сюр’єктивний.

Доведення. Теорему доведемо за схемою 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 4) ⇒
5) ⇒ 1).

1) ⇒ 2) Доведемо, що система ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — лiнiйно не-
залежна. В такому випадку вона буде базою, бо dimV = n. Нехай
λ1ϕ(e1)+ · · ·+λnϕ(en) = 0. Оскiльки ϕ — гомоморфiзм, то звiдси
маємо ϕ

(
λ1e1+ · · ·+λnen

)
= 0 = ϕ(0). З iн’єктивностi ϕ одержує-

мо λ1e1 + · · ·+λnen = 0, а звiдси випливає, що λ1 = · · · = λn = 0.
Це означає, що ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — лiнiйно незалежна система.
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2) ⇒ 3) Нехай e′1 = ϕ(e1), . . . , e′n = ϕ(en). За теоремою 2.1.1
iснує єдиний лiнiйний оператор ψ ∈ EndV з властивiстю ψ(e′1) =
e1, . . . , ψ(e′n) = en. Добутки ψϕ та ϕψ переводять вектори баз
e1, . . . , en та e′1, . . . , e

′
n у цi ж вектори. Тому ψϕ = ϕψ = 1V (тут

знову потрiбно використати теорему 2.1.1).
3) ⇒ 4) Якщо вiдображення має обернене, то воно бiєктивне.
4) ⇒ 5) Oчевидно.
5) ⇒ 1) Imϕ = {ϕ(x) ∈ V | x ∈ V } = {∑n

i=1 λiϕ(ei) | λi ∈
P, 1 ≤ i ≤ n} = V . Звiдси випливає, що ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — база V .
Нехай ϕ(x1) = ϕ(x2). Тодi ϕ(x1−x2) = 0. Треба довести, що x1 =
x2. Нехай x1 − x2 =

∑n
i=1 λiei. Тодi ϕ(x1 − x2) = ϕ

(∑n
i=1 λiei

)
=∑n

i=1 λiϕ(ei) = 0. Звiдси одержуємо, що λ1 = · · · = λn = 0, бо
ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — база. Отже, x1 − x2 = 0 i x1 = x2.

2.2.3. Алгебра лiнiйних операторiв

Теорема 2.2.2. EndV є алгеброю над полем P щодо введених у
попередньому пунктi операцiй над лiнiйними операторами.

Доведення. Для доведення теореми потрiбно перевiрити, що
EndV є лiнiйним простором стосовно суми операторiв та добутку
лiнiйних операторiв на скаляр, кiльцем стосовно суми та добутку
лiнiйних операторiв, а також, що для кожного λ ∈ P i довiльних
ψ, ϕ ∈ EndV правильна рiвнiсть

λ(ψϕ) = (λψ)ϕ = ψ(λϕ).

1. EndV — лiнiйний простiр. Ми це вже довели (див. 2.1.3).
2. EndV — кiльце. Оскiльки EndV — лiнiйний простiр , то

EndV — абельова група щодо додавання операторiв. EndV –
напiвгрупа (навiть моноїд, бо 1V ∈ EndV ) стосовно множення
операторiв, бо добуток операторiв був означенний як добуток
вiдображень, а добуток вiдображень асоцiативний. Залишається
перевiрити закони дистрибутивностi:

a) χ(ψ + ϕ) = χψ + χϕ,

б) (ψ + ϕ)χ = ψχ + ϕχ,
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де χ, ψ, ϕ ∈ EndV . Якщо x ∈ V , ψ, ϕ, χ ∈ EndV , то
(
χ(ψ +

ϕ)
)
(x) = χ

(
(ψ + ϕ)(x)

)
= χ

(
ψ(x) + ϕ(x)

)
= χ

(
ψ(x)

)
+ χ

(
ϕ(x)

)
=

(χψ)(x) + (χϕ)(x) = (χψ + χϕ)(x). Отже, χ(ψ + ϕ) = χψ + χϕ.
Аналогiчно перевiряємо б).
3. Нехай λ ∈ P , x ∈ V , ψ, ϕ ∈ EndV . Mаємо:

(
λ(ψϕ)

)
(x) = λ

(
(ψϕ)(x)

)
= λψ

(
ϕ(x)

)
,(

(λψ)ϕ
)
(x) = (λψ)

(
ϕ(x)

)
= λψ

(
ϕ(x)

)
,(

ψ(λϕ)
)
(x) = ψ

(
(λϕ)(x)

)
= ψ

(
λϕ(x)

)
= λψ

(
ϕ(x)

)
.

Оскiльки правi частини цих рiвностей збiгаються, то збiгаються
i їхнi лiвi частини, звiдки λ(ψϕ) = (λψ)ϕ = ψ(λϕ).

2.3. Матриця лiнiйного оператора

2.3.1. Означення та приклади

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр, e1, . . . , en — ба-
за V i ϕ — лiнiйний оператор простору V . Виразимо образи ве-
кторiв бази у виглядi лiнiйних комбiнацiй векторiв e1, . . . , en





ϕ(e1) = α11e1 + α21e2 + · · ·+ αn1en,

ϕ(e2) = α12e1 + α22e2 + · · ·+ αn2en,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(en) = α1ne1 + α2ne2 + · · ·+ αnnen,

де αij ∈ P , 1 ≤ i, j ≤ n. Позначимо через ϕAe матрицю



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn


 ,

стовпчиками якої є координати образiв ϕ(e1), . . . , ϕ(en) векторiв
e1, . . . , en. Матрицю ϕAe називають матрицею лiнiйного опера-
тора ϕ в базi e = (e1, . . . , en).
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Приклад 2.3.1. 1. Матриця одиничного оператора 1V : V → V
у будь-якiй базi є одиничною матрицею.

2. Матриця нуль-оператора 0̂ : V → V у будь-якiй базi —
нульова матриця.

3. Нехай δ : Pn[X] → Pn[X] — лiнiйний оператор диференцi-
ювання у просторi Pn[X] полiномiв степеня не бiльшого, нiж n.
(δ

(
f(X)

)
= f ′(X)). Розглянемо в цьому просторi базу 1, X, . . . ,Xn.

δ(1) = 0 = 0 · 1 + 0 ·X + 0 ·X2 + · · ·+ 0 ·Xn−1 + 0 ·Xn,
δ(X) = 1 = 1 · 1 + 0 ·X + 0 ·X2 + · · ·+ 0 ·Xn−1 + 0 ·Xn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δ(Xn) = nXn−1 = 0 · 1 + 0 ·X + 0 ·X2 + · · ·+ n ·Xn−1 + 0 ·Xn.

Отже, матриця лiнiйногo оператора δ у базi 1, X, . . . ,Xn має
такий вигляд: 



0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 n
0 0 . . . 0 0




.

2.3.2. Алгебра лiнiйних операторiв iзоморфна алге-
брi матриць

Означення 2.3.1. Двi P -алгебри A1 i A2 називаються iзоморф-
ними, якщо iснує бiєктивне вiдображення F : A1 → A2, що має
такi властивостi:

1) ∀a, b ∈ A F (a + b) = F (a) + F (b);
2) ∀a, b ∈ A F (ab) = F (a)F (b);
3) ∀a ∈ A,∀λ ∈ P F (λa) = λF (a).

Iншими словами, iзоморфiзм алгебр — це бiєктивне вiдобра-
ження, узгоджене з усiма операцiями алгебр.

Теорема 2.3.1. Алгебра лiнiйних операторiв EndV P -лiнiйного
простору V розмiрностi n iзоморфна алгебрi Mn(P ) квадратних
матриць n-го порядку з коефiцiєнтами з поля P .
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Доведення. Виберемо в просторi V яку-небудь базу
e = (e1, . . . , en) i розглянемо вiдображення F : EndV → Mn(P ),
де F (ϕ) =ϕ Ae ( F ставить у вiдповiднiсть оператору ϕ матрицю
ϕAe цього оператора в базi e = (e1, . . . , en)).

У п. 2.1.4 ми довели теорeму про те, що P -лiнiйнi простори
Hom(V1, V2) i Mm,n(P ) iзоморфнi (тут n = dimV1, m = dimV2) i
цей iзоморфiзм заданий вiдображенням F : Hom(V1, V2) → Mm,n(P ),
де F (ϕ) =ϕ Ae,d — матриця гомоморфiзму ϕ стосовно баз e у V1

та d у V2. Якщо V1 = V2 = V i d = e, то одержуємо, зокрема,
що лiнiйнi простори EndV i Mn(P ) iзоморфнi. Залишається до-
вести, що F (ϕψ) = F (ϕ)F (ψ), тобто, що ϕψAe =ϕ Ae ψAe. Нехай
ϕAe = A = [αij ], ψAe = B = [βij ], 1 ≤ i, j ≤ n. Тодi

(ϕψ)(ej) = ϕ
(
ψ(ej)

)
= ϕ

(
n∑

k=1

βkjek

)
=

n∑

k=1

βkjϕ(ek) =

=
n∑

k=1

βkj

(
n∑

i=1

αikei

)
=

n∑

i=1

(
n∑

k=1

αikβkj

)
ek.

Це означає що ϕψAe = ϕAeψAe, що i треба було довести.

Зауваження 2.3.1. З доведеної теореми випливає, зокрема, що
добуток лiнiйних операторiв некомутативний, оскiльки добуток
матриць некомутативний.

2.3.3. Зв’язок матриць лiнiйного оператора в рiзних
базах

Нехай V — P -лiнiйний простiр, e = (e1, . . . , en) — база V , ϕ ∈
EndV i A = ϕAe = [αij ]1≤i,j≤n — матриця лiнiйного оператора ϕ
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в базi e. Це означає, що




ϕ(e1) =
∑n

k=1
αk1ek,

ϕ(e2) =
∑n

k=1
αk2ek,

. . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(en) =
∑n

k=1
αknek.

(2.3.1)

Перепишемо систему рiвностей (2.3.1) у матричнiй формi

(
ϕ(e1), ϕ(e2), . . . , ϕ(en)

)
= (e1, . . . , en)




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn


 ,

або (скорочено) у виглядi

ϕ(e) = eA. (2.3.2)

Якщо e′ = (e′1, . . . , e
′
n) ще одна база простору V , то аналогiчно

до попереднього одержимо

ϕ(e′) = e′B, (2.3.3)

де B = ϕA′e. Згадаємо тепер, що бази e i e′ зв’язанi за допомогою
матрицi переходу T вiд бази e до бази e′

e′ = eT. (2.3.4)

Пiдставимо (2.3.4) в (2.3.3), одержимо ϕ(eT ) = eTB. Оскiльки ϕ
— лiнiйний оператор, то звiдси випливає, що ϕ(e)T = eTB, звiд-
ки, враховуючи 2.3.2, одержуємо eAT = eTB. За лемою про ско-
рочення 1.2.1 маємо AT = TB. Домноживши злiва обидвi части-
ни цiєї рiвностi на матрицю T−1, одержимо B = T−1AT . Отже,
ми доведено теорему 2.3.2.
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Теорема 2.3.2. Нехай A i B — матрицi лiнiйного оператора ϕ
скiнченновимiрного лiнiйного простору у базах e i e′ вiдповiд-
но, T — матриця переходу вiд бази e до бази e′. Тодi

B = T−1AT. (2.3.5)

Означення 2.3.2. Матрицi A i B з Mn(P ) називають подiбни-
ми, якщо iснує невироджена матриця T ∈ Mn(P ), для якої B =
T−1AT .

Приклад 2.3.2. Наприклад, матрицi
(

1 0
0 2

)
i
(

2 0
0 1

)
подiбнi,

бо (
1 0
0 2

)
=

(
0 1
1 0

)−1 (
2 0
0 1

)(
0 1
1 0

)
.

З формули (2.3.5) випливає, що матрицi лiнiйного оператора
в рiзних базах подiбнi.

Вправа. Перевiрте, що вiдношення подiбностi матриць є вiд-
ношенням еквiвалентностi на множиннi Mn(P ). Як можна оха-
рактеризувати вiдповiдну фактор-множину?

2.4. Власнi значення та власнi вектори

2.4.1. Означення i приклади

Означення 2.4.1. Нехай ϕ — лiнiйний оператор лiнiйного прос-
тору V над полем P . Ненульовий вектор x ∈ V називають вла-
сним вектором лiнiйного оператора ϕ, якщо iснує такий елемент
λ ∈ P , що ϕ(x) = λx. Скаляр λ називають власним значенням,
вiдповiдним власному вектору x.

Приклад 2.4.1. 1. Нехай δ — оператор диференцiювання в прос-
торi Pn[X] многочленiв степеня не вищого, нiж n (характерис-
тика поля P дорiвнює 0). Тодi власними векторами цього опе-
ратора є всi ненульовi скаляри. Власне значення, яке вiдповiдає
всiм цим власним векторам, дорiвнює нулю.
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2. Нехай ϕ ∈ EndR2 заданий правилом: ϕ
(
(x1, x2)

)
= (x1,−x2).

Знайдемо власнi вектори цього лiнiйного оператора. Якщо (x1,−x2)
= λ(x1, x2), то λx1 = x1 i λx2 = −x2. Якщо x1 6= 0, то λ = 1 i
x2 = 0. Якщо x1 = 0, то x2 6= 0 i λ = −1. Отже, власними ве-
кторами, якi вiдповiдають власному значенню λ = 1, є вектори
(x1, 0), де x1 ∈ R, x1 6= 0, а власними векторами, якi вiдповiд-
ають власному значенню λ = −1 — вектори (0, x2), де x2 ∈ R,
x2 6= 0.

3. Нехай ψ ∈ End R2, ψ
(
(x1, x2)

)
= (−x2, x1). Якби iснували

ненульовi вектори (x1, x2) з властивiстю (−x2, x1) = λ(x1, x2),
то система рiвнянь

{
λx1 + x2 = 0,

−x1 + λx2 = 0

мала б ненульовий розв’язок, що неможливо, бо
∣∣ λ 1
−1 λ

∣∣ = λ2+1 6=
0. Отже, оператор ψ не має власних векторiв.

2.4.2. Властивостi власних векторiв

Теорема 2.4.1. Власнi вектори лiнiйного оператора ϕ, що вiд-
повiдають рiзним власним значенням, лiнiйно незалежнi.

Доведення. Нехай x1, . . . , xk — власнi вектори, що вiдповiдають
попарно рiзним власним значенням λ1, . . . , λk. Теорему доводимо
iндукцiєю за k. Якщо k = 1, то твердження теореми очевидне:
ненульовий вектор становить лiнiйно незалежну систему. При-
пустимо, що теорема доведена для систем власних векторiв, якi
складаються з меншої, нiж k, кiлькостi векторiв. Доведемо, що
твердження теореми правильне i для системи k власних векто-
рiв, що вiдповiдають рiзним власним значенням λ1, . . . , λk. Нехай
лiнiйна комбiнацiя векторiв x1, . . . , xk дає нуль-вектор

α1x1 + · · ·+ αkxk = 0. (2.4.1)



2.4. Власнi значення та власнi вектори 39

Подiємо на рiвнiсть (2.4.1) лiнiйним оператором ϕ. Одержимо,
що α1ϕ(x1) + · · ·+ αkϕ(xk) = 0, тому

α1λ1x1 + · · ·+ αkλkxk = 0. (2.4.2)

Вiднiмемо вiд рiвностi (2.4.2) помножену на λk рiвнiсть (2.4.1).
Одержимо рiвнiсть

α1(λ1 − λk)x1 + · · ·+ αk−1(λk−1 − λk)xk−1 = 0.

За припущенням iндукцiї звiдси випливає, що αi(λi − λk) = 0
для всiх i, 1 ≤ i ≤ k − 1, тому α1 = · · · = αk−1 = 0. Пiдставимо
α1 = · · · = αk−1 = 0 в (2.4.1); одержимо αkxk = 0, отже, αk = 0.
Тому вектори x1, . . . , xk — лiнiйно незалежнi, що й треба було
довести.

Теорема 2.4.2. Власнi вектори, якi вiдповiдають власному зна-
ченню λ, разом 0-вектором утворюють пiдпростiр Vλ просто-
ру V .

Доведення. Vλ = {x ∈ V | ϕ(x) = λx}. Якщо a, b ∈ Vλ, то ϕ(a +
b) = ϕ(a) + ϕ(b) = λa + λb = λ(a + b), тобто (a + b) ∈ Vλ. Якщо
a ∈ Vλ i α ∈ P , то ϕ(αa) = αϕ(a) = α(λa) = (αλ)a = λ(αa), тобто
αa ∈ Vλ.

Означення 2.4.2. Пiдпростiр Vλ називають власним пiдпрос-
торoм, що вiдповiдає власному значенню λ.

2.4.3. Ядро й образ лiнiйного оператора

Означення 2.4.3. Нехай ϕ ∈ EndV . Множину Kerϕ = {x ∈ V |
ϕ(x) = 0} називають ядром лiнiйного оператoра ϕ. Множину
Imϕ = {x ∈ V | ∃y ∈ V ϕ(y) = x} називають образом лiнiйного
оператора ϕ.

Твердження 2.4.3. Kerϕ та Imϕ — пiдпростори простору V .
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Доведення. a) Нехай x, y ∈ Kerϕ. Тодi ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) =
0 + 0 = 0, тому (x + y) ∈ Kerϕ. Якщо λ ∈ P i x ∈ Kerϕ, то
ϕ(λx) = λϕ(x) = λ · 0 = 0, тому λx ∈ Kerϕ.

б) Якщо x1, x2 ∈ Imϕ, то iснують такi y1, y2 ∈ V , що ϕ(y1) =
x1, ϕ(y2) = x2. Звiдси ϕ(y1) + ϕ(y2) = ϕ(y1 + y2) = x1 + x2,
отже, x1 + x2 ∈ Imϕ; зрештою, ϕ(λy1) = λϕ(y1) = λx1, тобто
λx1 ∈ Imϕ.

Зауваження 2.4.1. Якщо Kerϕ 6= {0}, то Kerϕ = V0 — власний
пiдпростiр, який вiдповiдає власному значенню 0.

Теорема 2.4.4. dim Kerϕ + dim Imϕ = dim V .

Доведення. Якщо Kerϕ = {0}, то ϕ — iн’єктивний оператор.
Справдi, ϕ(x1) = ϕ(x2) ⇒ ϕ(x1−x2) = 0 ⇒ x1−x2 = 0 ⇒ x1 = x2.
У цьому випадку Imϕ = V за теоремою 2.2.1 i рiвнiсть, яку ми
доводимо, очевидна.

Нехай Kerϕ 6= {0}; e1, . . . , ed — база Kerϕ. Доповнимо цю
базу векторами ed+1, . . . , en до бази простору V . Покажемо, що
вектори ϕ(ed+1), . . . , ϕ(en) становлять базу простору Imϕ. Нехай
x =

∑n
i=1 αiei — довiльний вектор простору Vn. Тодi

ϕ(x) = ϕ

(
n∑

i=1

αiei

)
=

d∑

i=1

αiϕ(ei)+
n∑

i=d+1

αiϕ(ei) = 0+
n∑

i=d+1

αiϕ(ei),

тому ϕ(ed+1), . . . , ϕ(en) — система твiрних простору V . Залиша-
ється показати, що ця система лiнiйно незалежна. Якщо

n∑

i=d+1

λiϕ(ei) = 0, то ϕ
( n∑

i=d+1

λiei

)
= 0

i
∑n

i=d+1 λiei ∈ Kerϕ, тобто
∑n

i=d+1 λiei =
∑d

i=1 λiei. Це можна
переписати так:

λ1e1 + · · ·+ λded − λd+1ed+1 − · · · − λnen = 0.
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Звiдси випливає, що λ1 = · · · = λd = λd + 1 = · · · = λn = 0. Тому
система ϕ(ed+1), . . . , ϕ(en) — лiнiйно незалежна система твiрних
(тобто база) простору Imϕ. dim Imϕ = n− d i теорему доведено,
оскiльки dimKerϕ = d.

2.4.4. Обчислення власних значень i власних векто-
рiв

Нехай ϕ — лiнiйний оператор скiнченновимiрного простору V ,
dimV = n. Знайдемо власнi вектори та власнi значення опера-
тора ϕ. Для цього зафiксуємо базу e = (e1, . . . , en) простору V .
Нехай x ∈ V — власний вектор лiнiйного оператора ϕ, що вiд-
повiдає власному значенню λ ∈ P , X = (ξ1, . . . , ξn)> — стовпчик
координат вектора x в базi e. Тодi x = eX i рiвнiсть ϕ(x) = λx
можна переписати в матричному виглядi

ϕ(eX) = λeX.

Оскiльки ϕ — лiнiйний оператор, то звiдси одержуємо, що

ϕ(e)X = eλX.

Якщо A — матриця оператора ϕ в базi e, то ϕ(e) = eA,

eAX = eλX.

За лемою про скорочення одержуємо AX = λX, тобто

(A− λE)X = 0 (2.4.3)

(тут E — одинична матриця).
Нехай A = [αij ]1 ≤ i, j ≤ n. Перепишемо матричну рiв-

нiсть (2.4.3) у розгорнутiй формi




(α11 − λ)ξ1 + α12ξ2 + · · ·+ α1nξn = 0,

α21ξ1 + (α22 − λ)ξ2 + · · ·+ α2nξn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1ξ1 + αn2ξ2 + · · ·+ (αnn − λ)ξn = 0.

(2.4.4)
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Отже, координати ξ1, ξ2, . . . , ξn власного вектора x повиннi
бути розв’язками системи лiнiйних рiвнянь (2.4.4). Тому ця си-
стема рiвнянь (2.4.4) повинна мати ненульовий розв’язок. Але це
можливо тодi i тiльки тодi, коли

det|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

. . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Обчисливши визначник det|A−λE|, одержимо полiном вiд λ сте-
пеня n. Цей полiном det|A− λE| називають характеристичним
полiномом оператора ϕ. В наступному пунктi покажемо неза-
лежнiсть характеристичного полiнома вiд вибору бази.

Отже, для обчислення власних значень i власних векторiв
лiнiйного оператора ϕ треба:

1) вибрати в лiнiйному прострi V яку-небудь базу e i знайти
матрицю A оператора ϕ в базi e;

2) знайти коренi характеристичного полiнома det|A−λE|. Цi
коренi i будуть власними значеннями оператора ϕ;

3) для кожного корення λ характеристичного полiнома зна-
йти розв’язки системи лiнiйних рiвнянь (2.4.4). Множина всiх
розв’язкiв буде власним пiдпростором Vλ, вiдповiдним власному
значенню λ (достатньо знайти базу Vλ, тобто фундаментальну
систему розв’язкiв вiдповiдної системи лiнiйних рiвнянь (2.4.4)).

2.4.5. Iнварiантнiсть характеристичного полiнома

Теорема 2.4.5. Характеристичний полiном не залежить вiд
вибору бази.

Доведення. Якщо A та B — матрицi лiнiйного оператора ϕ в
рiзних базах e та e′, то B = T−1AT , де T — невироджена матри-
ця переходу вiд бази e до бази e′. Будемо трактувати матрицi
B − λE, A− λE, T як матрицi з елементами з кiльця полiномiв
P [λ]. Використовуючи те, що дiагональнi матрицi комутують з
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усiма матрицями, i, визначник добутку матриць дорiвнює добу-
тку визначникiв, маємо det(B − λE) = det(T−1AT − T−1λET ) =
det(T−1(A−λE)T ) = detT−1det(A−λE)detT = det(A−λE).

Нехай ϕ ∈ EndV , A — матриця оператора ϕ у якiй-небудь
базi. За попередньою теоремою визначник

det|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)nλn + (−1)n−1(α11 + · · ·+ αnn)λn−1 + · · ·+ detA =

= (−1)n(λn − (α11 + · · ·+ αnn)λn−1 + · · ·+ (−1)ndetA)

не залежить вiд конкретного вибору матрицi A (тобто вибору
бази простору V ), а залежить лише вiд оператора ϕ. Це дає змогу
визначити поняття слiду та норми лiнiйного оператора.

Означення 2.4.4. Нехай ϕ ∈ EndV , A — матриця оператора ϕ
в деякiй базi e простору V . Слiдом Trϕ лiнiйного оператора ϕ
називають скаляр α11 + · · · + αnn (суму дiагональних елементiв
матрицi A). Нормою Nϕ лiнiйного оператора називають визна-
чник матрицi A.

З попередньої теореми випливає, що Trϕ i Nϕ не залежать
вiд вибору матрицi оператора ϕ. На мовi матриць це означає,
що суми дiагональних елементiв i визначники однаковi для всiх
подiбних матриць.

2.5. Матрицi, подiбнi дiагональнiй

Означення 2.5.1. Матрицю B ∈ Mn(P ) називають дiагональ-
ною, якщо вона має вигляд

B =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn


 .
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Означення 2.5.2. Матрицю A називають подiбною дiагональ-
нiй, якщо iснує невироджена матриця T , для якої матриця T−1AT
– дiагональна.

Подiбнiсть матриць є вiдношенням еквiвалентностi на мно-
жинi Mn(P ) всiх квадратних матриць n-го порядку. Кожному
класу подiбних мiж собою матриць можна так поставити у вiдпо-
вiднiсть лiнiйний оператор ϕ n-вимiрного лiнiйного простору V ,
що цей клас буде складатися з матриць ϕAe лiнiйного операто-
ра ϕ, де e – база простору V . Виникає запитання: за яких умов
у класi подiбних матриць знайдеться дiагональна матриця? Вiд-
повiдь на це запитання дає теорема 2.5.1.

Теорема 2.5.1. Матриця A подiбна до дiагональної матрицi
тодi i тiльки тодi, коли iснує база простору V , складена з вла-
сних векторiв оператора ϕ, матрицею якого в деякiй базi є ма-
триця A.

Доведення. Якщо у деякiй базi e простору V A =ϕ Ae й iснує
така матриця T , що T−1AT є дiагональною, то база e′ = eT скла-
дається з власних векторiв оператора ϕ. Навпаки, якщо iснує
база e′ = (e′1, . . . , e

′
n), складена з власних векторiв оператора ϕ ,

то ϕ(e′i) = λie
′
i для деяких λi ∈ P , i, отже,

ϕAe′ =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn


 .

Якщо T — матриця переходу вiд бази e до e′, то T−1AT = ϕAe′

дiагональна матриця.

Означення 2.5.3. Множину всiх власних значень лiнiйного опе-
ратора ϕ називають спектром лiнiйного оператора ϕ i познача-
ють Specϕ. Лiнiйний оператор ϕ n-вимiрного лiнiйного простору
називають оператором з простим спектром, якщо його спектр
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складається з n рiзних значень. Матрицю A ∈ Mn(P ) назива-
ють матрицею з простим спектром, якщо характеристичний
полiном | A− λE | цiєї матрицi має n рiзних коренiв у полi P .

Теорема 2.5.2. Будь-яка матриця з простим спектром подi-
бна дiагональнiй.

Доведення. Якщо зафiксуємо базу e = (e1, . . . , en) n-вимiрного
лiнiйного простору V , то матрицi A з простим спектром вiдповi-
дає єдиний лiнiйний оператор ϕ такий, що A = ϕAe. Оператор ϕ
має простий спектр. Розглянемо n власних векторiв, вiдповiдних
усiм рiзним елементам Specϕ. Цi вектори лiнiйно незалежнi (тео-
рема 2.4.1 п. 2.4.2) i, отже, утворюють базу простору V . За попе-
редньою теоремою матриця A подiбна дiагональнiй.

2.6. Вправи

1. Показати, що рiзницевий оператор ϕ : P [X] → P [X],
ϕ
(
f(X)

)
= f(X+1)−f(X), є лiнiйним оператором простору

P [X].

2. Перевiрити, що вiдображення ϕ : C[a, b] → C[a, b], задане
правилом ϕ(f) =

∫ x
a f(y) dy для f ∈ C[a, b] та x ∈ [a, b]

(C[a, b] — R-лiнiйний простiр неперервних функцiй на про-
мiжку [a, b]), є лiнiйним оператором.

3. Знайти матрицю лiнiйного оператора ϕ ∈ End Pn, який ци-
клiчно переставляє базовi вектори e1, . . . , en, тобто
ϕ(e1) = e2, ϕ(e2) = e3, . . . , ϕ(en−1) = en, ϕ(en) = e1.

4. Нехай A — матриця гомоморфiзму скiнченновимiрних лi-
нiйних просторiв V1 i V2 стосовно баз e i d, а B — матриця
цього гомоморфiзму стосовно баз e′ i d′. T — матриця пере-
ходу вiд бази e до бази e′, S — матриця переходу вiд бази d
до бази d′. Довести, що B = S−1AT .
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5. Нехай ϕ ∈ End V , dim V = n:

a) довести, що множина всiх тих лiнiйних операторiв ψ ∈
End V , для яких ψϕ = 0̂, є пiдпростором простору End V i
лiвим iдеалом кiльця End V ;

б) чи можна способом, описаним в a) (при належному ви-
борi ϕ), одержати кожний з пiдпросторiв простору End V ?

6. Нехай ϕ ∈ End V . Розглянемо вiдображення F : End V →
End V , для якого F (χ) = ϕχ. Довести, що F лiнiйний опе-
ратор у просторi End V . Чи можна таким способом (при
належному виборi ϕ) одержати всi лiнiйнi оператори про-
стору End V ?

7. Довести, що для ϕ ∈ End V (dim V < ∞) ϕ−1 ∈ End V iснує
тодi i тiльки тодi, коли ϕ зберiгає лiнiйну незалежнiсть.

8. Нехай f(X) = amXm + · · ·+ a1X + a0 ∈ P [X], a0 6= 0; V —
P -лiнiйний простiр ϕ ∈ End V . Якщо f(ϕ) = amϕm + · · ·+
a1ϕ + a01V = 0, то iснує ϕ−1 ∈ End V .

9 Нехай ϕ, ψ ∈ End V i ϕψ = 0. Чи випливає звiдси, що
ψϕ = 0?

10. Довести, що лiнiйний оператор ϕ скiнченновимiрного лiнiй-
ного простору V комутує з усiма елементами з End V тодi
i тiльки тодi, коли ϕ — скалярний, тобто коли iснує λ ∈ P ,
для якого ϕ(x) = λx для кожного x ∈ V .

11. Нехай ϕ,ψ ∈ End V , dimV < ∞, A i B — матрицi операто-
рiв ϕ i ψ в деякiй базi e. Довести:

a) якщо хоч один з операторiв ϕ або ψ iн’єктивний, то ма-
трицi AB i BA подiбнi;

б) чи залишається правильним твердження 11a), якщо ϕ
i ψ не iн’єктивнi?

12. Довести, що подiбнi матрицi A,B ∈ Mn(P ) мають однако-
вий ранг.
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13. Нехай V = V1 ⊕ V2. Вiдображення ϕ : V → V , для якого
ϕ(x1 + x2) = x1, тут x1 ∈ V1, x2 ∈ V2, називають проекто-
ром V на V1 паралельно до V2. Довести, що кожний прое-
ктор є лiнiйним оператором, а власнi значення проекторiв
дорiвнюють 0 або 1.

14. Вiдображення F : Mn(P ) → Mn(P ), де F (A) = T−1AT , на-
зивають спряженням (за допомогою невиродженої матри-
цi T ). Довести, що спряження є автоморфiзмом алгебри
Mn(P )

(
тобто бiєктивним вiдображенням, яке зберiгає опе-

рацiї алгебри Mn(P )
)
.

15. Нехай A ∈ Mm,n(P ), m ≤ n. Допишемо до матрицi A (n−m)
нульових рядкiв. Одержимо матрицю Ã. Нехай ϕ — лiнiй-
ний оператор n-вимiрного лiнiйного простору V , що в де-
якiй базi має своєю матрицею A. Довести, що dim Imϕ =
rank (A).

16. Вивести з задачi 15 теорему про фундаментальну систему
розв’язкiв.

17. Вивести з задачi 15 теорему про ранг матрицi.

18. Нехай Vλ — власний пiдпростiр оператора ϕ. Довести, що
Vλ = Ker(ϕ− λ · 1V ).

19. Нехай λ — власне значення оператора ϕ скiнченновимiр-
ного лiнiйного простору V , nλ — кратнiсть λ як кореня
характеристичного полiнома det|ϕAe − λE| i pλ = dimVλ.
Довести, що pλ ≤ nλ (геометрична кратнiсть власних зна-
чень не бiльша вiд алгебричної кратностi).

20. Довести, що сума власних пiдпросторiв, якi вiдповiдають
рiзним власним значенням, є прямою.

21. Довести, що для лiнiйного оператора ϕ ∈ End V iснує база,
складена з власних векторiв цього оператора, тодi i тiльки
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тодi, коли iснують такi власнi значення λ1, . . . , λs, що V =
Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs .

22. Рангом r(ϕ) лiнiйного оператора називають dim Imϕ,
дефектом d(ϕ) — число (n− r) = dimV − r. Довести, що

r(ϕ1 + ϕ2) ≤ r(ϕ1) + r(ϕ2),
d(ϕ1 + ϕ2) ≤ d(ϕ1) + d(ϕ2).

23. Кожний лiнiйний оператор дорiвнює сумi лiнiйних опера-
торiв рангу 1.

24. а) Знайти власнi значення i власнi вектори матрицi



1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1


 .

б) Знайти таку оборотну матрицю T , щоб матриця T−1AT
була дiагональною. Знайти матрицю T−1 i обчислити добу-
ток T−1AT .

25. Нехай ϕ,ψ ∈ End V , V — C-лiнiйний простiр. Припусти-
мо, що характеристичний полiном f(X) оператора ϕ не має
кратних коренiв. Довести:

а) якщо x — власний вектор оператора ϕ, то x ∈ Kerf(ϕ) i
f(ϕ) = 0;

б) ϕ i ψ комутують тодi i тiльки тодi, коли власнi вектори
оператора ϕ є власними векторами оператора ψ;

в) якщо ϕψ = ψϕ, то iснує полiном g(X) ∈ C[X], degg(X) <
dimV , ψ = g(ϕ);

г) оператор ψ має обернений тодi i тiльки тодi, коли полi-
номи f i g взаємно простi.



Роздiл 3.

Евклiдовi та унiтарнi простори
3.1. Означення евклiдових просторiв

3.1.1. Означення та приклади

Означення 3.1.1. Лiнiйний постiр V над полем дiйсних чисел R
називають евклiдовим простором, якщо в ньому визначено ска-
лярний добуток, тобто вiдображення V ×V → R, яке кожнiй впо-
рядкованiй парi векторiв a, b ∈ V ставить у вiдповiднiсть дiйсне
число (a, b) ∈ R так, що виконуються такi властивостi (аксiоми
скалярного добутку):

1) ∀a, b ∈ V (a, b) = (b, a);
2) ∀a, a′, b ∈ V (a + a′, b) = (a, b) + (a′, b);
3) ∀λ ∈ R ∀a, b ∈ V (λa, b) = λ(a, b);
4) ∀a ∈ V, (a, a) ≥ 0, (a, a) = 0 ⇔ a = 0.

Приклад 3.1.1. 1. У просторi Rn визначимо скалярний добу-
ток векторiв a = (α1, . . . , αn) i b = (β1, . . . , βn) формулою

(a, b) =
n∑

i=1

αiβi.

Легко перевiрити, що для так визначеного добутку (a, b) справ-
джуються властивостi 1 – 4 з попереднього означення. Отже,
Rn — евклiдовий простiр.

49
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2. Розглянемо лiнiйний простiр C[a, b] функцiй неперервних
на вiдрiзку [a, b]. Для f(x), g(x) ∈ C[a, b] приймемо

(f, g) =

b∫

a

f(x)g(x) dx.

З властивостей iнтеграла випливає, що так ми одержуємо вiд-
ображення C[a, b]×C[a, b] → R, яке задовольняє аксiоми 1 – 4 з
означеня евклiдового простору. Отже, C[a, b] — евклiдовий про-
стiр.

Твердження 3.1.1. Нехай a =
∑n

i=1 αiai, b =
∑n

j=1 βjbj. Тодi

(a, b) =
n∑

i=1

n∑

j=1

αiβj(ai, bj).

Доведення легко випливає з аксiом евклiдового простору.

3.1.2. Довжина вектора i кут мiж векторами в ев-
клiдовому просторi

Означення 3.1.2. Довжиною ‖x‖ вектора x евклiдового прос-
тору V називають число

√
(x, x).

З цього означення безпосередньо видно, що нуль-вектор є єди-
ним вектором, довжина якого дорiвнює нулю. Крiм того, якщо
λ ∈ R, то ‖λx‖ =

√
(λx, λx) =

√
λ2(x, x) = |λ| · ‖x‖.

Доведемо тепер важливу нерiвнiсть, що зв’язує довжини двох
векторiв x, y ∈ V iз скалярним добутком цих векторiв.

Теорема 3.1.2 (нерiвнiсть Кошi-Буняковського).

| (x, y) |≤ ‖x‖ · ‖y‖

для кожної пари векторiв x i y з евклiдового простору V .
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Доведення. Нехай λ ∈ R. Розглянемо скалярний квадрат век-
тора x + λy: (x + λy, x + λy) ≥ 0. З iншого боку,

(x + λy, x + λy) = (x, x + λy) + (λy, x + λy) =

= (x, x) + 2λ(x, y) + λ2(y, y).

Отже, λ2‖y‖2 + 2λ(x, y) + ‖x‖2 ≥ 0 для всiх λ ∈ R. Це можливо
тодi i тiльки тодi, коли дискримiнант 4(x, y)2 − 4‖x‖2 · ‖y‖2 ква-
дратного тричлена λ2‖y‖2 + 2λ(x, y) + ‖x‖2 не бiльший вiд нуля,
тобто (x, y)2 ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2. Звiдси одержуємо потрiбну нерiвнiсть
| (x, y) |≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Враховуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, бачимо, що в ев-
клiдовому просторi можна ввести поняття кута мiж векторами x
i y.

Означення 3.1.3. Назвемо кутом мiж векторами x i y таке
дiйсне число α, для якого

cosα =
(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ .

Твердження 3.1.3. Довжина ‖x‖ вектора x має такi власти-
востi:

1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
2) ‖λx‖ =| λ | ‖x‖, λ ∈ R;
3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (нерiвнiсть трикутника).

Доведення. Лише властивiсть 3 потребує доведення i воно зовсiм
просте. Маємо ‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + 2(x, y) + ‖y‖2 ≤
‖x‖2 +2‖x‖·‖y‖+‖y‖2 = (‖x‖+‖y‖)2 (тут застосована нерiвнiсть
Кошi-Буняковського). Добувши квадратнi коренi з обох частин,
одержимо

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,
що й треба було довести.
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3.1.3. Теорема про ортогоналiзацiю

Означення 3.1.4. Вектори x i y евклiдового простору V назива-
ють ортогональними, якщо скалярний добуток цих векторiв до-
рiвнює нулю. Систему ненульових векторiв евклiдового простору
називають ортогональною, якщо кожнi два вектори цiєї системи
ортогональнi.

Доведемо важливу в теорiї евклiдових просторiв теорему про
ортогоналiзацiю.

Теорема 3.1.4 (про ортогоналiзацiю). Нехай a1, . . . , ak — лi-
нiйно незалежна система векторiв евклiдового простору V . То-
дi для кожного i, 1 ≤ i ≤ k iснує ортогональна система ве-
кторiв b1, . . . , bi така, що лiнiйна оболонка L(b1, . . . , bi) дорiвнює
L(a1, . . . , ai).

Доведення. Теорему доводимо методом математичної iндукцiї.
Якщо k = 1, то вiзьмемо b1 = a1. Припустимо, що теорема до-
ведена для всiх лiнiйно незалежних систем векторiв a1, . . . , ak,
якi складаються з l < k векторiв. За припущенням iндукцiї для
кожного i, 1 ≤ i ≤ k − 1 iснує ортогональна система векторiв
b1, . . . , bi така, що L(b1, . . . , bi) = L(a1, . . . , ai). Розглянемо вектор
bk = ak+λ1b1+· · ·+λk−1bk−1, де λi = −(ak, bi)(bi, bi)−1. Зрозумiло,
що L(b1, . . . , bk) = L(a1, . . . , ak). Крiм того, (bi, bk) = (bi, ak) +
λ1(bi, b1)+ · · ·+λi(bi, bi)+ · · ·+λk−1(bi, bk−1) = (bi, ak)+λi(bi, bi) =
(bi, ak)− (bi, ak) = 0.

Приклад 3.1.2. Ортогоналiзуємо систему векторiв

a1 = (1, 0,−1), a2 = (−1, 1, 0), a3 = (1, 0, 1)

простору R3. Вiзьмемо b1 = a1, b2 = a2 + λb1, де λ = − (a2,b1)
(b1,b1) =

1
2 . Тому b2 = (−1, 1, 0) + 1

2(1, 0,−1) =
(−1

2 , 0,−1
2

)
. b3 = a3 +

λ1b1 + λ2b2, де λ1 = − (a3,b1)
(b1,b1) = 0, λ2 = − (a3,b2)

(b2,b2) = 2
3 . Отже, b3 =

(1, 0, 1) + 2
3

(−1
2 , 1,−1

2

)
=

(
2
3 , 2

3 , 2
3

)
. Система векторiв b1, b2, b3 —

ортогональна i L(b1, b2, b3) = L(a1, a2, a3).
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Можна замiнити вектори b1, b2, b3 векторими d1 = b1, d2 =
−2b2, d3 = 3

2b3. Система векторiв d1, d2, d3 залишається орто-
гональною, L(a1, a2, a3) = L(d1, d2, d3) i вектори d1 = (1, 0,−1),
d2 = (1,−2, 1), d3 = (1, 1, 1) мають цiлi координати.

3.1.4. Ортогональнi та ортонормованi бази

Доведемо, що у кожному скiнченновимiрному евклiдовому про-
сторi можна вибрати базу, яка складається з попарно ортого-
нальних векторiв, довжина яких дорiвнює 1. Розпочнемо з тако-
го твердження.

Теорема 3.1.5. Ортогональна система векторiв лiнiйно неза-
лежна.

Доведення. Нехай a1, . . . , ak — ортогональна система векторiв i
нехай лiнiйна комбiнацiя цих векторiв дорiвнює нуль-вектору

λ1a1 + · · ·+ λkak = 0.

Домножимо цю рiвнiсть скалярно на вектор ai (1 ≤ i ≤ k)

λ1(a1, ai) + · · ·+ λi(ai, ai) + · · ·+ λk(ak, ai) = 0.

Звiдси випливає, що λi(ai, ai) = 0. Отже, λi = 0, бо (ai, ai) 6= 0. Це
означає, що система векторiв a1, . . . , ak — лiнiйно незалежна.

Означення 3.1.5. База a1, . . . , an скiнченновимiрного лiнiйного
простору називається ортогональною, якщо кожнi два вектори
цiєї бази ортогональнi.

Теорема 3.1.6. У кожному скiнченновимiрному евклiдовому
просторi iснують ортогональнi бази.

Доведення. Виберемо в просторi V яку-небудь базу a1, . . . , an. За
теоремою про ортогоналiзацiю iснує ортогональна система векто-
рiв b1, . . . , bn така, що V = L(a1, . . . , an) = L(b1, . . . , bn). Система
векторiв b1, . . . , bn лiнiйно незалежна згiдно з теоремою 3.1.5 i,
отже, — база простору V .
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Означення 3.1.6. Систему векторiв e1, . . . , ek називають орто-
нормованою, якщо ця система ортогональна i ‖ei‖ = 1 для всiх i,
1 ≤ i ≤ k.

Для ортонормованих векторiв e1, . . . , ek

(ei, ej) =
{

1, якщо i = j,
0, якщо i 6= j

= δij ,

де δij — символ Кронекера.

Теорема 3.1.7. У кожному скiнченновимiрному евклiдовому
просторi iснують ортонормованi бази.

Доведення. За теоремою 3.1.6 у просторi V iснує ортогональна
база b1, . . . , bn. Розглянемо систему векторiв e1 = ‖b1‖−1b1, . . . ,
en = ‖bn‖−1bn. Тодi

(ei, ej) =
(‖bi‖−1bi, ‖bj‖−1bj

)
= ‖bi‖−1‖bj‖−1(bi, bj) =

=

{
0, якщо i 6= j,

‖bi‖−2 · ‖bi‖2 = 1, якщо i = j
= δij .

Отже, e1, . . . , en — ортонормована база простору V .

Приклад 3.1.3. Ортогональна система векторiв d1 = (1, 0,−1),
d2 = (1,−2, 1), d3 = (1, 1, 1) є ортогональною базою простору R3.
Роздiливши кожний з цих векторiв на його довжину, одержи-
мо ортонормовану базу e1 =

(
1√
2
, 0,− 1√

2

)
, e2 =

(
1√
6
,− 2√

6
, 1√

6

)
,

e3 =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
простору R3.

Вибравши в евклiдовому просторi V будь-яку ортонормовану
базу, можна легко обчислити скалярний добуток довiльних двох
векторiв.

Теорема 3.1.8. Скалярний добуток векторiв евклiдового прос-
тору дорiвнює сумi добуткiв вiдповiдних координат цих векто-
рiв стосовно будь-якої ортонормованої бази.
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Доведення. Якщо e1, . . . , en — ортонормована база евклiдового
простору V , x, y ∈ V , x =

∑n
i=1 αiei, y =

∑n
j=1 βjej , то

(x, y) =




n∑

i=1

αiei,

n∑

j=1

βjej


 =

n∑

i,j=1

αiβj(ei, ej) =
n∑

i,j=1

αiβjδij =
n∑

i=1

αiβi.

3.2. Унiтарнi простори

3.2.1. Означення унiтарного простору

Означення 3.2.1. Лiнiйний простiр V над полем комплексних
чисел C називають унiтарним простором, якщо в ньому визна-
чено скалярний добуток, тобто вiдображення V × V → C, яке
кожнiй впорядкованiй парi векторiв a, b ∈ V ставить у вiдповiд-
нiсть комплексне число (a, b) ∈ C. Це вiдображення задовольняє
такi аксiоми:

1) ∀a, b ∈ V (a, b) = (b, a) (риска означає перехiд до компле-
ксно спряженого числа);

2) ∀a1, a2, b ∈ V (a1 + a2, b) = (a1, b) + (a2, b);
3) ∀λ ∈ C, ∀a, b ∈ V (λa, b) = λ(a, b);
4) ∀a ∈ V (a, a) ≥ 0, (a, a) = 0 ⇔ a = 0.

З аксiом унiтарного простору випливають такi наслiдки:
a) ∀a, b1, b2 ∈ V (a, b1 +b2) = (a, b1)+(a, b2). Справдi, (a, b1 +

b2) = (b1 + b2, a) = (b1, a) + (b2, a) = (b1, a) + (b2, a) = (a, b1) +
(a, b2);

б) ∀λ ∈ C, ∀a, b ∈ V (a, λb) = λ̄(a, b). Справдi, (a, λb) =
(λb, a) = λ(b, a) = λ̄(b, a) = λ̄(a, b);

в) комбiнуючи аксiоми унiтарного простору та наслiдки а)
i б), одержуємо рiвнiсть




n∑

i=1

αiai,
m∑

j=1

βjbj


 =

n∑

i=1

m∑

j=1

αiβj(ai, bj).
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Вектори x i y унiтарного простору V називають ортогональ-
ними, якщо (x, y) = 0. Так само, як i в евклiдовому просторi
вводиться поняття ортогональної системи векторiв, доводиться
аналог теореми про ортогоналiзацiю та теорем про iснування ор-
тогональної й ортонормованої бази. Пропонуємо сформулювати
та довести названi теореми, а також теорему про те, що скаляр-
ний добуток векторiв x =

∑n
i=1 αiei та y =

∑n
j=1 βjej обчислю-

ється за формулою
∑n

i=1 αiβi, якщо e1 . . . , en — ортонормована
база простору V . В унiтарному просторi V можна означити дов-
жину вектора ‖x‖ =

√
(x, x). Довжина ‖x‖ має самi властиво-

стi, що i довжина вектора в евклiдовому просторi (доведiть це
самостiйно). Надалi будемо паралельно розглядати евклiдовi та
унiтарнi простори.

3.2.2. Iзоморфiзми евклiдових та унiтарних просто-
рiв

Означення 3.2.2. Евклiдовi (унiтарнi) простори V1 i V2 нази-
вають iзоморфними, якщо iснує iзоморфiзм ϕ ∈ Hom(V1, V2) цих
лiнiйних просторiв, який зберiгає скалярний добуток, тобто

∀x, y ∈ V1

(
ϕ(x), ϕ(y)

)
= (x, y).

Теорема 3.2.1. Евклiдовi (унiтарнi) простори однакової роз-
мiрностi iзоморфнi.

Доведення. Виберемо у просторах V1 i V2 ортонормованi бази
e1, . . . , en та e′1, . . . , e

′
n. Якщо x ∈ V1, то x =

∑n
i=1 αiei. Розгляне-

мо вiдображення ϕ, для якого ϕ(x) =
∑n

i=1 αie
′
i. ϕ ∈ Hom(V1, V2)

за теоремою 2.1.1. Перевiримо, що ϕ зберiгає скалярний добу-
ток. Якщо V1 i V2, наприклад, унiтарнi простори i x =

∑n
i=1 αiei,

y =
∑n

j=1 βjej , то
∑n

i=1 αiβi = (x, y) =
(
ϕ(x), ϕ(y)

)
.



3.2. Унiтарнi простори 57

3.2.3. Ортогональнi пiдпростори та ортогональнi до-
повнення

Означення 3.2.3. Нехай U — пiдпростiр евклiдового (унiтар-
ного) простору V . Ортогональним доповненням U⊥ простору U
називають множину тих векторiв x ∈ V , для яких (x, u) = 0 для
кожного вектора u ∈ U .

Легко переконатися в тому, що для довiльної пiдмножини
A ⊂ V множина A⊥ = {x ∈ V | (x, a) = 0, ∀a ∈ A} є пiдпро-
стором простору V : x, y ∈ A⊥ ⇒ (x + y, a) = (x, a) + (y, a) = 0 i
(λx, a) = λ(x, a) = 0 для кожного a ∈ A. Зокрема, U⊥ — пiдпро-
стiр простору V .

Означення 3.2.4. Два пiдпростори U1 та U2 називають
ортогональними, якщо (u1, u2) = 0 для довiльних векторiв u1 ∈
U1 та u2 ∈ U2.

Зрозумiло, що U i U⊥ — ортогональнi пiдпростори.

Теорема 3.2.2. Евклiдовий (унiтарний) простiр V розклада-
ється у пряму суму довiльного свого пiдпростору U та його
ортогонального доповнення U⊥.

Доведення. Виберемо у пiдпросторi U ортогональну базу
e1, . . . , ek цього пiдпростору i доповнимо її векторами ek+1, . . . , en

до ортогональної бази всього простору V . Для доведення тео-
реми достатньо довести, що U⊥ = L(ek+1, . . . , en). Якщо x =∑n

i=1 αiei ∈ U⊥, то (e1, x) = · · · = (ek, x) = 0. Звiдси одержує-
мо, що α1 = · · · = αk = 0, тобто x ∈ L(ek+1, . . . , en). З iншого
боку, очевидно, що для u ∈ ∑k

i=1 αiei ∈ U i x ∈ ∑n
j=k+1 βjej ма-

ємо (u, x) = 0. Отже, U⊥ = L(ek+1, . . . , en). Звiдси випливає, що
V = U ⊕ U⊥.
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3.3. Ортогональнi та унiтарнi оператори

3.3.1. Означення та властивостi

Означення 3.3.1. Лiнiйний оператор ϕ евклiдового (унiтарно-
го) простору V називають ортогональним (унiтарним), якщо
вiн зберiгає скалярний добуток, тобто (x, y) =

(
ϕ(x), ϕ(y)

)
для

кожної пари векторiв x, y ∈ V .

Приклад 3.3.1. 1. Одиничний оператор 1V евклiдового (унi-
тарного) простору V є ортогональним (унiтарним) операто-
ром.

2. Розглянемо ϕ ∈ End R2, ϕ
(
(ξ1, ξ2)

)
= (ξ1, ξ2)

(
cos α sin α
− sin α cos α

)
.

Геометрично оператор ϕ означає поворот площини R2 навколо
початку координат на кут α. ϕ зберiгає довжини векторiв i
кут мiж векторами, а тому зберiгає i скалярний добуток.

3) Нуль-оператор евклiдового (унiтарного) простору, очеви-
дно, не є ортогональним (унiтарним).

Теорема 3.3.1. Лiнiйний оператор ϕ евклiдового (унiтарного)
простору є ортогональним (унiтарним) тодi i тiльки тодi, ко-
ли вiн зберiгає скалярнi квадрати (x, x) всiх векторiв x ∈ V .

Доведення. Доведемо теорему в унiтарному випадку. Випадок
евклiдового простору значно легший i ми його пропонуємо як
вправу. Потрiбно довести таке: якщо лiнiйний оператор зберiгає
скалярний квадрат, то вiн зберiгає i скалярнi добутки. Маємо

(x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (x, y) + (y, y), (3.3.1)

(
ϕ(x + y), ϕ(x + y)

)
=

(
ϕ(x), ϕ(x)

)
+

(
ϕ(x), ϕ(y)

)
+

+
(
ϕ(x), ϕ(y)

)
+

(
ϕ(y), ϕ(y)

)
(3.3.2)

Якщо (z, z) =
(
ϕ(z), ϕ(z)

)
для довiльного вектора z ∈ V , то

з (3.3.1) i (3.3.2) випливає

(x, y) + (x, y) =
(
ϕ(x), ϕ(y)

)
+

(
ϕ(x), ϕ(y)

)
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звiдки
<(x, y) = <(

ϕ(x), ϕ(y)
)

(3.3.3)

(нагадаємо, що <α та =α означають дiйсну та уявну частини
комплексного числа α). Отже, ми показали , що ϕ зберiгає дiй-
сну частину скалярного добутку. Але тодi вiн зберiгає i уявну
частину, бо =(x, y) = <(−ix, y). Тому для доведення рiвностi
=(x, y) = =(

ϕ(x), ϕ(y)
)
потрiбно замiнити у доведенiй рiвностi

(3.3.3) вектор x вектором −ix.

Теорема 3.3.2. Оператор ϕ евклiдового (унiтарного) просто-
ру V є ортогональним (унiтарним) тодi i тiльки тодi, коли
ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — ортонормована база простору V для кожної
ортонормованої бази e1, . . . , en простору V .

Доведення. Нехай e1, . . . , en — ортонормована база простору V .
⇒. Якщо ϕ — унiтарний оператор, то (ei, ej) =

(
ϕ(ei), ϕ(ej)

)
=

δij . Тому ϕ(e1), . . . , ϕ(en) — також ортонормована база.
⇐. Нехай x =

∑n
i=1 αiei, y =

∑n
i=1 βiei. Маємо

(x, y) =
n∑

i=1

αiβi =
( n∑

i=1

αiϕ(ei),
n∑

i=1

βiϕ(ei)
)

=
(
ϕ(x), ϕ(y)

)
.

Тут обчислення зробленi у випадку унiтарного простору. Вико-
ристано, що скалярний добуток векторiв дорiвнює сумi добуткiв
координат першого вектора в ортонормованiй базi на комплексно
спряженi координати другого вектора.

3.3.2. Ортогональнi та унiтарнi матрицi

Означення 3.3.2. Матрицю A ∈ Mn(R) називають ортогональ-
ною, якщо A невироджена i A−1 = A> (обернена до A матриця
дорiвнює транспонованiй до A). Матрицю A ∈ Mn(C) називають
унiтарною, якщо A невироджена i A−1 = A

> (обернена до A
матриця дорiвнює транспонованiй i комплексно спряженiй до A).
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Приклад 3.3.2. 1. Матрицi
(

cosα sinα
− sinα cosα

)
та




1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3


 є ортогональними

матрицями другого та третього порядкiв вiдповiдно.

2. Нехай A =

(
1√
2

i√
2

1−i
2

−1−i
2

)
, A

> =

(
1√
2

1+i
2

−i√
2

−1−i
2

)
. Тодi

(
1√
2

i√
2

1−i
2

−1−i
2

)(
1√
2

1+i
2

−i√
2

−1−i
2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Отже, A — унiтарна матриця другого порядку.

Позначення. Множину ортогональних матриць n-го порядку
позначають On(R), множину унiтарних матриць n-го порядку —
Un(C).

Теорема 3.3.3. Множини On(R) i Un(C) є групами стосовно
звичайного множення матриць.

Доведення. Покажемо, що Un(C) — група. Для цього спочатку
переконаємося, що добуток унiтарних матриць є унiтарною ма-
трицею. Справдi, якщо A,B ∈ Un(C), то

(
AB

)−1 = B−1A−1 =

B
>
A
> = B>A> = (AB)> = (AB)>. Отже, AB ∈ Un(C). Добуток

довiльних (i, зокрема, унiтарних матриць) асоцiативний. Одини-
чна матриця є, очевидно, унiтарною. Залишається перевiрити,
що обернена до унiтарної матриця є унiтарною. Справдi, якщо

A ∈ Un(C) , то
(
A−1

)−1 = A = A
>>

= (A−1)
>
. Отже, Un(C)

— грyпа. Так само доводиться, що On(R) — група. Пропонуємо
зробити це самостiйно.
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3.3.3. Зв’язок ортогональних (унiтарних) операторiв
з
ортогонольними (унiтарними) матрицями

Теорема 3.3.4. Матриця ортогонального (унiтарного) опера-
тора в будь-якiй ортонормованiй базi — ортогональна (унiтар-
на). Навпаки, якщо матриця лiнiйного оператора хоч в однiй
ортонормованiй базi ортогональна (унiтарна), то цей лiнiйний
оператор ортогональний (унiтарний).

Доведення. Нехай ϕ — унiтарний оператор, ϕAe = [αij ]1≤i,j≤n—
його матриця в ортонормованiй базi e = (e1, . . . , en). Обчислимо
скалярний добуток

(
ϕ(ei), ϕ(ej)

)
=

(
n∑

k=1

αkiek,
n∑

k=1

αkjek

)
=

n∑

k=1

αkjαkj = δij .

(3.3.4)
Тут перша рiвнiсть випливає з означення матрицi лiнiйного опе-
ратора, друга — з того, що скалярний добуток векторiв в орто-
нормованiй базi дорiвнює сумi добуткiв координат першого ве-
ктора на комплексно спряженi координати другого, а третя — з
того, що унiтарний оператор зберiгає скалярний добуток. Одер-
жана рiвнiсть

∑n
k=1 αkjαkj = δij означає, що ϕAe — унiтарна

матриця.
З iншого боку, якщо ϕAe — унiтарна матриця, то обчислення

скалярного добутку (3.3.4) засвiдчує, що ϕ переводить ортонор-
мовану базу простору V в ортонормовану базу, тому за теоре-
мою 3.3.2
ϕ — унiтарний оператор. Для випадку унiтарних операторiв те-
орема доведена. Такi самi мiркування дають доведення i у ви-
падку ортогональних операторiв (потрiбно лише опустити знак
комплексного спряження).

Теорема 3.3.5. Матриця переходу вiд однiєї ортонормованої
бази евклiдового (унiтарного) простору V до iншої ортонормо-
ваної бази цього простору є ортогональною (унiтарною).
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Доведення. Нехай e = (e1, . . . , en) i e′ = (e′1, . . . , e
′
n) — двi орто-

нормованi бази простору V . T — матриця переходу вiд бази e
до бази e′, e′ = eT . Матрицю T можна трактувати як матри-
цю лiнiйного оператора ϕ ∈ End V в базi e = (e1, . . . , en), для
якого e′i = ϕ(ei). Цей лiнiйний оператор переводить ортонормо-
вану базу e в ортонормовану базу e′. Тому за теоремою 3.3.2 вiн
ортогональний (унiтарний), а за теоремою 3.3.4 матриця T —
ортогональна (унiтарна).

3.4. Нормальнi оператори

3.4.1. Спряжений оператор

Означення 3.4.1. Лiнiйний оператор ϕ∗ евклiдового (унiтарно-
го) простору V називають спряженим до лiнiйного оператора ϕ
цього самого простору, якщо

(
ϕ(x), y

)
=

(
x, ϕ∗(y)

)
для кожної

пари векторiв x, y ∈ V .

Виникає запитання: чи для кожного лiнiйного оператора ев-
клiдового (унiтарного) простору iснує спряжений? Вiдповiдь дає
така теорема.

Теорема 3.4.1. Для кожного лiнiйного оператора скiнченнови-
мiрного евклiдового (унiтарного) простору iснує єдиний спря-
жений оператор.

Доведення. Доведемо теорему для унiтарного простору V . Спо-
чатку доведемо єдинiсть у припущеннi, звичайно, що спряжений
оператор ϕ∗ iснує. Виберемо у просторi V будь-яку ортонормо-
вану базу e = (e1, . . . , en). Розглянемо матрицi ϕAe та X =ϕ∗ Ae

операторiв ϕ та ϕ∗ у базi e. Нехай ϕAe = [αij ]1≤i,j≤n, X =ϕ∗ Ae =
[ξij ]1≤i,j≤n. Тодi

(
ϕ(ek), ej

)
=

∑n
k=1 αki(ei, ej) = αji(

ei, ϕ
∗(ej)

)
=

(
ei,

∑n
k=1 ξkjek

)
= ξij .
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Оскiльки
(
ϕ(ei), ej

)
=

(
ei, ϕ

∗(ej)
)
, то αji = ξij , тобто X = A

T

(X — матриця транспонована i комплексно спряжена з матри-
цею A). Отже, ϕ∗ єдиний, бо його матриця в базi e однозначно
визначається матрицею A.

Доведемо iснування оператора ϕ∗. Нехай A = ϕAe = [αij ]1≤i,j≤n,
а ψ — лiнiйний оператор, матрицею якого в базi e є матриця A

T .
Доведемо, що ψ = ϕ∗. Нехай x =

∑n
i=1 λiei, y =

∑n
i=1 µiei —

довiльнi два вектори простору V . Маємо

(
ϕ(x), y

)
=




n∑

i=1

λiϕ(ei),
n∑

j=1

µjej


 =




n∑

i=1

λi

(
n∑

k=1

αkiek

)
,

n∑

j=1

µjej


 =

=




n∑

k=1

(
n∑

i=1

αkiλi

)
ek,

n∑

j=1

µjej


 =

n∑

k,i,j=1

αkiλiµj(ek, ej) =
n∑

i,j=1

αjiλiµj .

З iншого боку,

(
x, ψ(y)

)
=




n∑

i=1

λiei,

n∑

j=1

µjϕ(ej)


 =




n∑

i=1

λiei,

n∑

j=1

µj

(
n∑

k=1

αjkek

)
 =

=
n∑

k,i,j=1

αjkλiµj(ei, ek) =
n∑

i,j=1

αjiλiµj .

Отже, бачимо, що
(
ϕ(x), y

)
=

(
x, ψ(y)

)
, тому ψ — спряжений

до ϕ.

Означення 3.4.2. Лiнiйний оператор ϕ евклiдового (унiтарно-
го) простору V називають самоспряженим, якщо ϕ = ϕ∗. Ма-
трицю A ∈ Mn(R) називають симетричною, якщо A = AT . Ма-
трицю A ∈ Mn(C) називають ермiтовою, якщо A = A

T .

З теореми про спряжений оператор випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3.4.2. Оператор ϕ евклiдового (унiтарного) просто-
ру є самоспряженим тодi i тiльки тодi, коли його матриця
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ϕAe в кожнiй ортонормованiй базi e простору V є симетри-
чною (ермiтовою).

3.4.2. Означення та приклади нормальних операто-
рiв

Означення 3.4.3. Оператор ϕ евклiдового або унiтарного прос-
тору називають нормальним, якщо вiн комутує з оператором ϕ∗,
тобто ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ.

Приклад 3.4.1. 1. Самоспряжений оператор є, очевидно, нор-
мальним оператoром.

2. Покажемо, що ортогональний (унiтарний) оператор ϕ
евклiдового (унiтарного) простору V — нормальний оператор.
Справдi, якщо x, y ∈ V ,то (x, y) =

(
ϕ(x), ϕ(y)

)
=

(
x, ϕ∗ϕ(y)

)
.

Звiдси одержуємо
(
x, ϕ∗ϕ(y)

)
+(x,−y) = 0, або

(
x,

(
ϕ∗ϕ−ε

)
(y)

)
=

0, де ε — тотожний оператор. Приймемо в останнiй рiвностi
x =

(
ϕ∗ϕ− ε

)
(y). Одержимо

(
(ϕ∗ϕ− ε)(y), (ϕ∗ϕ− ε)(y)

)
= 0.

Звiдси випливає, що
(
ϕ∗ϕ− ε

)
(y) = 0 для довiльного вектора

y ∈ V . Це можливо лише тодi, коли ϕ∗ϕ = ε. Отже, ϕ∗ = ϕ−1,
тому ϕ∗ϕ = ϕϕ∗ = 1V .

Ми показали, що унiтарний (ортогональний) оператор ϕ є
нормальним, й перевiрили, що у цьому випадку ϕ∗ = ϕ−1.

3.4.3. Леми про нормальнi оператори

Лема 3.4.1. Якщо a — власний вектор нормального операто-
ра ϕ, вiдповiдний власному значенню λ, то a — власний вектор
спряженого оператора ϕ∗, вiдповiдний власному значенню λ.

Доведення. Нехай a — власний вектор, що вiдповiдає λ, тобто
ϕ(a) = λa. Тодi

(
a, ϕ∗(a)

)
=

(
ϕ(a), a

)
= (λa, a) = (a, λa). Звiдси

маємо
(
a, ϕ∗(a)− λa

)
= 0.

Нехай ε — тотожний оператор. Тодi одержану рiвнiсть можна
переписати так: (

a, (ϕ∗ − λε)(a)
)

= 0. (3.4.1)
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Далi,

(
ϕ∗(a), ϕ∗(a)

)
=

(
a, (ϕ∗)∗ϕ∗(a)

)
=

(
a, (ϕϕ∗)(a)

)
=

(
a, (ϕ∗ϕ)(a)

)
=

=
(
a, ϕ∗

(
ϕ(a)

))
=

(
a, ϕ∗(λa)

)
= λ

(
a, ϕ∗(a)

)
=

(
λa, ϕ∗(a)

)
.

Отже,
(
ϕ∗(a), ϕ∗(a)

)
=

(
λa, ϕ∗(a)

)
, звiдси одержуємо

(
(ϕ∗ − λε)(a), ϕ∗(a)

)
= 0. (3.4.2)

Домножимо (3.4.1) на λ i вiднiмемо результат вiд (3.4.2). Одер-
жимо

(
(ϕ∗ − λε)(a), (ϕ∗ − λε)(a)

)
= 0, тому (ϕ∗ − λε)(a) = 0 i

ϕ∗(a) = λa.

Наслiдок 3.4.3. Власнi значення самоспряженого оператора є
дiйсними числами.

Доведення. З ϕ(a) = λa, ϕ∗(a) = λa i ϕ = ϕ∗ випливає λa = λa
або (λ− λ)a = 0. Це означає, що λ = λ, бо a 6= 0.

Означення 3.4.4. Пiдпростiр U лiнiйного простору V назива-
ють iнварiантним пiдпростором лiнiйного оператора ϕ, якщо
ϕ(U) ⊂ U .

Лема 3.4.2. Якщо U — iнварiантний пiдпростiр оператора ϕ,
то його ортогональне доповнення U⊥ є iнварiантним пiдпрос-
тором спряженого оператора ϕ∗.

Доведення. Достатньо перевiрити, що для кожного вектора a ∈
U i для кожного вектора b ∈ U⊥ (

a, ϕ∗(b)
)

= 0. Це випливає з
того, що

(
a, ϕ∗(b)

)
=

(
ϕ(a), b

)
= 0, бо ϕ(a) ∈ U .

Лема 3.4.3. Якщо a — власний вектор нормального операто-
ра ϕ, то ортогональне доповнення L(a)⊥ лiнiйної оболонки L(a)
вектора a – iнварiантний пiдпростiр оператора ϕ.

Доведення. За лемою 3.4.1 a — власний вектор спряженого опе-
ратора ϕ∗. Звiдси випливає, що L(a) — iнварiантний щодо спря-
женого оператора пiдпростiр. За лемою 3.4.2 L(a)⊥ iнварiантний
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пiдпростiр лiнiйного оператора (ϕ∗)∗. Але (ϕ∗)∗ = ϕ. Це випли-
ває, наприклад, з такого зауваження: якщо A = ϕAe — матриця
оператора ϕ в ортонормованiй базi e, то (ϕ∗)∗Ae =

(
(A)T

)T =
A.

3.4.4. Основна теорема про нормальнi оператори

Теорема 3.4.4. Для кожного нормального оператора ϕ унiтар-
ного простору V iснує ортонормована база e простору V , скла-
дена з власних векторiв оператора ϕ.

Доведення. Теорему доводимо методом математичної iндукцiї за
n = dimV . Для n = 1 теорема очевидна, бо в одновимiрному
просторi кожний ненульовий вектор є власним вектором кожно-
го лiнiйного оператора цього простору. Припустимо, що теорему
доведено для всiх унiтарних просторiв розмiрностi меншої вiд n
i всiх нормальних операторiв цих просторiв.

Нехай тепер dimV = n. Оператор ϕ має власнi значення. Це
випливає з того, що характеристичний полiном цього оператора
за основною теоремою алгебри має комплекснi коренi. Нехай λ
— власне значення оператора ϕ i a — вiдповiдний йому власний
вектор. Простiр V є прямою сумою лiнiйної оболонки L(a) ве-
ктора a i ортогонального доповнення L(a)⊥ цiєї оболонки (тео-
рема 3.2.2). За лемою 3.4.3 L(a)⊥ — iнварiантний пiдпростiр опе-
ратора ϕ. Звiдси за припущенням iндукцiї виводимо, що iснує
ортонормована база e2, . . . , en простору L(a)⊥, складена з вла-
сних векторiв оператора ϕ. Нехай e1 = a

‖a‖ . Тодi e1, e2, . . . , en

— ортонормована база простору V , складена з власних векторiв
оператора ϕ.

Наслiдок 3.4.5. Якщо A — симетрична матриця з дiйсни-
ми елементами, то iснує така ортогональна матриця Q, що
Q−1AQ є дiагональною матрицею.

Доведення. Симетричну матрицю A можна вважати матрицею
деякого самоспряженого оператора ϕ в деякiй ортонормованiй
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базi e = (e1, e2, . . . , en) евклiдового простору V . Тi самi мiр-
кування, що були використанi для доведення попередньої те-
ореми, засвiдчують, що iснує ортонормована база простору V
складена з власних векторiв оператора ϕ. Зауважимо, що за
наслiдком 3.4.3 оператор ϕ має дiйснi власнi значення. Якщо
e′ = (e′1, e

′
2, . . . , e

′
n) — ортонормована база простору V , складена

з власних векторiв оператора ϕ, то матриця B = ϕAe′ — дiаго-
нальна. Але B = Q−1AQ, де Q — матриця переходу вiд бази e
до бази e′. За теоремою 3.3.5 матриця Q ортогональна.

Наслiдок 3.4.6. Якщо A ∈ Mn(C), A — ермiтова (тобто A =
A

T ), то iснує така унiтарна матриця Q, що Q−1AQ є дiагональ-
ною матрицею.

Доведення. Доведення наслiдку 3.4.6 цiлком аналогiчне доведен-
ню наслiдку 3.4.5, але простiше, тому що не треба модифiкувати
теорему 3.4.4 на випадок евклiдових просторiв.

Наслiдок 3.4.7. Якщо A ∈ Mn(C), A — унiтарна (тобто A−1 =
A

T ), то iснує така унiтарна матриця Q, що Q−1AQ є дiагональ-
ною матрицею.

Доведення. Цей наслiдок доводиться аналогiчно до двох попе-
реднiх. Рекомендуємо довести його самостiйно.

Наслiдок 3.4.8. Якщо A ∈ Mn(R), A — ортогональна матриця
(тобто A−1 = AT ), то iснує ортогональна матриця Q, для якої
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Q−1AQ є матрицею такого вигляду:



1
. . .

1 0
−1

. . .
−1

0 A1

. . .
As




, (3.4.3)

де Ai =
(

cosαi sinαi

− sinαi cosαi

)
.

Доведення цього наслiдку вимагає бiльше обчислень, нiж до-
ведення попереднiх трьох наслiдкiв. Це доведення становить змiст
п. 3.4.5.

3.4.5. Канонiчний вигляд матрицi ортогонального опе-
ратора

Означення 3.4.5. Якщо ортогональна матриця має вигляд (3.4.3),
то скажемо, що вона має канонiчний вигляд. Якщо для матриць A
i B справджується рiвнiсть B = Q−1AQ, де Q — ортогональ-
на (унiтарна) матриця, то кажуть, що матриця A ортогонально
(унiтарно) подiбна до матрицi B.

Наслiдок 3.4.8 з основної теореми про нормальнi оператори
можна сформулювати так.

Наслiдок 3.4.9. Кожна ортогональна матриця ортогонально
подiбна до матрицi, що має канонiчний вигляд (3.4.3).

Доведення. Нехай A ∈ Mn(R), A−1 = AT . Поле дiйсних чисел R є
пiдполем поля комплексних чисел C. Тому можна вважати, що A
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— унiтарна матриця з дiйсними елементами. Нехай V = Cn —
унiтарний простiр. Виберемо в просторi V ортонормовану базу
e = (e1, e2, . . . , en), складену з одиничних векторiв

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1).

Розглянемо унiтарний оператор ϕ, який має в базi e своєю ма-
трицею матрицю A. За основною теоремою про нормальний опе-
ратор iснує ортонормована база e′ = (e′1, e

′
2, . . . , e

′
n), складена з

власних векторiв оператора ϕ. У базi e′ матриця оператора ϕ є
дiагональною




λ1 0
λ2

. . .
0 λn


 , (3.4.4)

де λi — власнi значення оператора ϕ, 1 ≤ i ≤ n. Модуль кожного
власного значення унiтарного оператора ϕ дорiвнює 1; справдi,
якщо ϕ(a) = λa, a 6= 0, то (a, a) =

(
ϕ(a), ϕ(a)

)
= (λa, λa) =

λλ(a, a), звiдси λλ = 1 i |λ| = 1. Тому всi власнi значення унiтар-
ного оператора ϕ можна розбити на три групи: до першої входять
всi тi власнi значення, що дорiвнюють 1, до другої — тi, що дорiв-
нюють −1, а до третьої — пари λ, λ комплексно спряжених вла-
сних значень (нагадаємо, що в нашому випадку характеристич-
ний полiном
det(A−XE) має дiйснi коефiцiєнти, тому вiн разом з комплекс-
ним коренем λ має коренем i λ). Отже, переставляючи, якщо
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треба, вектори бази e′, матрицю (3.4.4) можна записати так



1
. . .

1 0
−1

. . .
−1

λ1

λ1

0
. . .

λt

λt




.

Нехай ak i bk — власнi вектори, що вiдповiдають власним
значенням λk i λk. Вектори ak i bk можна вибрати так, що коор-
динати вектора bk комплексно спряженi до координат вектора ak

(координати в базi e). Це випливає з того, що координати векто-
ра ak є розв’язками системи лiнiйних рiвнянь (A − λkE)X = 0,
а координати вектора bk є розв’язками “комплексно спряженої”
системи лiнiйних рiвнянь (A−λkE)X = 0. Всi вибори бази e′, що
вiдповiдають власним значенням ±1 мають в базi e дiйснi коор-
динати, бо вони є розв’язками однiєї з систем лiнiйних рiвнянь

(A±E)X = 0

з дiйсними коефiцiєнтами.
Перейдемо вiд бази e′ до бази e′′, замiнивши кожну пару ве-

кторiв
ak, bk парою ck, dk, де ck = ak+bk√

2
, dk = ak−bk

i
√

2
. Вектори ck i dk

мають дiйснi координати в базi e. База e′′ є знову ортонормова-
ною базою простору V , бо

‖ck‖ =

√
1
2
(ak + bk, ak + bk) =

√
1
2
(‖ak‖2 + ‖bk‖2) =

√
1
2
2 = 1,
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‖dk‖ =

√
1
2
(ak − bk, ak − bk) =

√
1
2
(‖ak‖2 + ‖bk‖2) = 1,

(ck, dk) =
i

2
(‖ak‖2 − ‖bk‖2) = 0.

Крiм того, вектори ck i dk залишаються ортогональними до ко-
жного вектора m бази e′, якщо m 6= ak i m 6= bk.

Розглянемо систему векторiв e′′, яка складається з власних
векторiв бази e′, що вiдповiдають власним значенням ±1 i всiх
пар векторiв
ck, dk, 1 ≤ k ≤ t. Система e′′ є базою простору V . Знайдемо
матрицю оператора ϕ в цiй базi. Для цього обчислимо (тут λk =
cosαk + i sinαk, бо |λk| = 1)

ϕ(ck) = ϕ
(ak + bk√

2

)
=

1√
2
(λkak + λkbk)

=
1√
2

(
(cosαk + i sinαk)ak + (cosαk − i sinαk)bk

)
=

=
ak + bk√

2
cosαk − ak − bk

i
√

2
sinαk = ck cosαk − dk sinαk;

ϕ(dk) = ϕ
(ak − bk

i
√

2

)
=

1
i
√

2
(λkak − λkbk) =

=
1

i
√

2

(
(cosαk + i sinαk)ak − (cosαk − i sinαk)bk

)
=

=
ak + bk√

2
sinαk +

ak − bk

i
√

2
cosαk = ck sinαk + dk cosαk,

тобто (
ϕ(ck), ϕ(dk)

)
= (ck, dk)

(
cosαk sinαk

− sinαk cosαk

)
.

Тепер легко бачити, що матриця B оператора ϕ в базi e′′ має
вигляд (3.4.3). Матрицi A i B зв’язанi за допомогою матрицi пе-
реходу Q вiд бази e до бази e′′

B = Q−1AQ.
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Ортонормованi бази e i e′′ мають своїми елементами вектори з
простору Rn. Тому за теоремою 3.3.5 матриця Q ортогональна.

3.4.6. Теорема Ойлера

Означення 3.4.6. Кажуть, що ортогональний лiнiйний опера-
тор ϕ зберiгає орiєнтацiю, якщо Nϕ = 1 (Nϕ — норма операто-
ра ϕ, введена в п. 2.4.5).

З наслiдку 3.4.9 випливає таке твердження, що має важливий
геометричний змiст.

Теорема 3.4.10 (Ойлер). У просторi R3 будь-який ортого-
нальний оператор, що зберiгає орiєнтацiю, є обертанням нав-
коло деякої осi.

Доведення. Характеристичний полiном оператора ϕ має степiнь 3,
тому ϕ обов’язково має дiйсне власне значення. Якщо це дiйсне
власне значення λ єдине, то обов’яково λ = 1, i з наслiдку 3.4.9
одержуємо, що iснує ортонормована база (e1, e2, e3) простору R3,
в якiй матриця оператора ϕ має вигляд




1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ


 .

Геометрично це означає, що ϕ є поворотом на кут ϕ навколо
осi L(e1). Якщо всi власнi значення дiйснi, то для набору вла-
сних значень можливi лише два випадки (1, 1, 1) i (1,−1,−1), якi
теж вiдповiдають поворотам навколо прямої L(e1) вiдповiдно на
кути 0 i π.

Зауваження 3.4.1. Якщо ϕ не зберiгає орiєнтацiю (тобто Nϕ =
−1), то схожими мiркуваннями можна довести, що ϕ є компози-
цiєю повороту навколо деякої осi i дзеркального вiдображення
стосовно площини, що перпендикулярна до цiєї осi.
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3.5. Вправи

1. Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, довести
нерiвностi

а)
(∑n

i=1 αiβi

)2 ≤ (∑n
i=1 α2

i

)(∑n
i=1 β2

i

)
, αi, βi ∈ R;

б)
(∫ b

a f(x)g(x) dx
)2 ≤ ∫ b

a f2(x) dx · ∫ b
a g(x)2 dx,

f(x), g(x) ∈ C[a, b];

в)
∣∣∑n

i=1 αiβi

∣∣2 ≤ (∑n
i=1 | αi |2

)(∑n
i=1 | βi |2

)
.

2. Довести, що сума квадратiв дiагоналей паралелограма до-
рiвнює сумi квадратiв його сторiн.

3. Довести теорему Пiфагора (x, y) = 0 ⇔ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 +
‖y‖2.

4. Нехай e1, e2, . . . , em — довiльна ортонормована система век-
торiв евклiдового (унiтарного) простору V , a ∈ V . Довести:

а) (a, a) ≥| (a, e1) |2 + · · ·+ | (a, em) |2 (нерiвнiсть Бесселя);

б) Якщо e1, e2, . . . , en — ортонормована база евклiдового
(унiтарного) простору V , то (a, a) =| (a, e1) |2 + · · · +
+ | (a, en) |2 (рiвнiсть Парсеваля).

5. В n-вимiрному векторному просторi визначником n векто-
рiв стосовно деякої бази називають визначник матрицi, стовп-
чиками якої є стовпчики координат цих векторiв. Довести:

а) при змiнi бази визначник n векторiв домножується на
множник, що не залежить вiд цих векторiв;

б) в евклiдовому просторi модуль визначника n векторiв
стосовно ортонормованої бази не залежить вiд вибору бази.

6. Нехай e1, e2, . . . , en — ортонормована база евклiдового (унi-
тарного) простору V . Довести, що система векторiв a1, a2, . . . , an

тодi i тiльки тодi буде ортонормованою базою простору V ,
коли матриця, складена з координат стовпчикiв векторiв
a1, a2, . . . , an в базi e1, e2, . . . , en — ортогональна (унiтарна).
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7. Нехай в просторi Rn[X] скалярний добуток визначений фор-

мулою (f, g) =
1∫
−1

f(x)g(x) dx.

a) Ортогоналiзувати систему векторiв 1, X, X2 ∈ Rn[X].

б) Довести, що полiноми

p0(X) = 1, pk(X) =
1

2kk!
dk

dXk

[
(X2 − 1)k

]
, 1 ≤ k ≤ n,

вiдомi пiд назвою полiномiв Лежандра, утворюють ортого-
нальну базу простору Rn[X].

8. Використовуючи процес ортогоналiзацiї, довести, що ко-
жна невироджена квадратна матриця A з дiйсними (комп-
лексними) елементами розкладається в добуток A = QR,
де матриця Q — ортогональна (унiтарна), а R — верхня
трикутна матриця.

9. Записати матрицю A =
(

3 0
4 5

)
у виглядi A = QR, де матри-

ця Q — ортогональна, R — верхня трикутна матриця.

10. Довести, що (U⊥)⊥ = U , (U1+U2)⊥ = U⊥
1 ∩U⊥

2 , (U1∩U2)⊥ =
U⊥

1 + U⊥
2 .

11. Довести, що спряженi оператори мають такi властивостi:

(ϕ∗)∗ = ϕ, (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗, (λϕ)∗ = λϕ∗, (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.

12. Довести, що для нормального оператора ϕ евклiдового (унi-
тарного) простору iснує ортонормована база, в якiй матрицi
операторiв ϕ i ϕ∗ дiагональнi, а їхнi вiдповiднi дiагональнi
елементи спряженi.

13. Власнi вектори нормального оператора, що вiдповiдають
рiзним власним значенням, ортогональнi.
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14. Довести, що нормальний оператор був самоспряжений то-
дi й лише тодi, коли всi його власнi значення є дiйсними
числами.

15. Якщо ϕ — самоспряжений оператор унiтарного простору V ,
то

(
ϕ(x), x

) ∈ R для довiльного x ∈ V .

16. Самоспряжений оператор евклiдового (унiтарного) просто-
ру називають додатно визначеним, якщо всi його власнi
значення додатнi. Довести, що для самоспряженого дода-
тно визначеного лiнiйного оператора ϕ iснує “квадратний
корiнь”, тобто такий додатно визначений лiнiйний опера-
тор ψ, що ψ2 = ϕ.

Вказiвка. Використати вправу 14.

17. Довести, що кожний невироджений лiнiйний оператор ϕ в
унiтарному просторi розкладається в добуток унiтарного i
додатньо визначеного.

Вказiвка. Розглянути оператор ϕ∗ϕ. Показати, що ϕ∗ϕ са-
моспряжений i додатно визначений. Тодi за вправою 16
iснує ψ, для якого ψ2 = ϕ∗ϕ. Вивести, що ϕψ−1 — унi-
тарний, отже, ϕ = (ϕψ−1)ψ, де ϕψ−1 — унiтарний, а ψ —
додатно визначений за вправою 16.

18. Довести, що нормальний оператор унiтарний тодi i тiльки
тодi, коли всi його власнi значення за модулем дорiвню-
ють 1.

19. Довести, що самоспряжений оператор ϕ в евклiдовому (унi-
тарному) просторi є нуль-оператором тодi й лише тодi коли(
ϕ(x), x

)
= 0 для довiльного x ∈ V .

20. Довести, що в унiтарному випадку твердження попередньої
вправи правильне для всiх лiнiйних операторiв, а не лише
для самоспряжених.
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21. Нехай V — евклiдовий (унiтарний) простiр, V = U ⊕ U⊥.
Тодi кожний вектор x ∈ V можна однозначно записати у
виглядi x = u + v, де u ∈ U , v ∈ U⊥. Лiнiйний оператор ϕ:
V → V , для якого ϕ(x) = u, називають ортогональним
проектором. Довести:

а) ортогональний проектор є самоспряженим оператором;

б) кожний самоспряжений iдемпотентний оператор ϕ (тоб-
то такий, що ϕ2 = ϕ) є ортогональним проектором.

22. Якщо ϕ — лiнiйний оператор евклiдового (унiтарного) прос-
тору V i ϕ = ϕ2, ‖ϕ(x)‖ ≤ ‖x‖ для всiх x ∈ V , то ϕ = ϕ∗.

23. Якщо ϕ1, . . . , ϕn ортогональнi проектори, то для того щоб
ϕ = ϕ1 + · · ·+ϕn був ортогональним проектором, необхiдно
i достатньо, щоб ϕiϕj = 0 для i 6= j.

24. Якщо ϕ — самоспряжений оператор скiнченновимiрного ев-
клiдового (унiтарного) простору, то алгебрична кратнiсть
(тобто кратнiсть кореня λ характеристичного полiнома) ко-
жного власного значення λ цього оператора дорiвнює гео-
метричнiй кратностi λ (тобто розмiрностi власного пiдпрос-
тору Vλ).

25. Якщо ϕ — самоспряжений оператор унiтарного простору,
то норма ϕ — дiйсне число.

26. Навести приклад нормального оператора, що не є нi само-
спряженим, нi унiтарним.

27. Нехай ϕ ∈ End V , V — скiнченновимiрний унiтарний про-
стiр, α, β ∈ C, | α | + | β |= 1. Довести:

а) αϕ + βϕ∗ — нормальний оператор.

б) якщо ‖ϕ(x)‖ = ‖ϕ∗(x)‖ для всiх x ∈ V , то ϕ — нормаль-
ний оператор.
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28. Лiнiйний оператор ϕ скiнченновимiрного унiтарного прос-
тору V нормальний тодi i тiльки тодi, коли з ϕ(U) ⊂ U
випливає ϕ(U⊥) ⊂ U⊥ для кожного пiдпростору U просто-
ру V .

29. Нехай ϕ, ψ — нормальнi оператори i ϕψ = 0. Чи можна
стверджувати, що ψϕ = 0?

30. Якщо ϕ — нормальний оператор унiтарного простору, α ∈
C, то оператор ϕ − αε також нормальний ( ε — тотожнiй
оператор).
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Роздiл 4.

Лiнiйнi, бiлiнiйнi та
квадратичнi форми

4.1. Лiнiйнi форми

4.1.1. Простiр лiнiйних функцiоналiв

Нехай V — P -лiнiйний простiр. Саме поле P теж можна розгля-
дати як P -лiнiйний простiр. Розглянемо множину V ∗ = Hom(V, P )
всiх гомоморфiзмiв з V у P . Ця множина є P -лiнiйним просто-
ром за теоремою 2.1.2.

Означення 4.1.1. Елементи лiнiйного простору V ∗ називають
лiнiйними формами (лiнiйними функцiоналами) простору V . Прос-
тiр V ∗ називають дуальним простором.

Iнакше кажучи, лiнiйний функцiонал простору V — це лiнiй-
не вiдображення f : V → P , яке має такi властивостi:

f(x + y) = f(x) + f(y), x, y ∈ V ;
f(λy) = λf(y), λ ∈ P, x ∈ V.

Приклад 4.1.1. 1. Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний прос-
тiр, e1, . . . , en — база V . Розглянемо будь-який набiр з n елемен-
тiв
α1, . . . , αn ∈ P i означимо вiдображення

f : V → P, f
( n∑

i=1

λiei

)
=

n∑

i=1

λiαi ∈ P.

79
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Маємо

f(x + y) = f (
∑n

i=1 λiei +
∑n

i=1 µiei) = f (
∑n

i=1(λi + µi)ei)
=

∑n
i=1(λi + µi)αi = f(x) + f(y),

f(βx) = f (β
∑n

i=1 λiei) = f (
∑n

i=1 βλiei)
=

∑n
i=1 βλiαi = β

∑n
i=1 λiαi = βf(x).

Тому вiдображення f є лiнiйним функцiоналом.
2. V = Rn[x]. Розглянемо вiдображення fa,b : Rn[x] → R, для

якого fa,b

(
t(x)

)
=

∫ b
a t(x) dx, де t(x) ∈ Rn[x]. Очевидно, всi fa,b —

лiнiйнi форми простору Rn[x].
3. Цей приклад є узагальненням попереднього прикладу. Не-

хай V — будь-який евклiдовий простiр, a ∈ V , a — фiксований
вектор. Вiдображення ϕa : V → R, яке кожному x ∈ V ставить
у вiдповiднiсть скалярний добуток (a, x), є лiнiйною формою.
Справдi, якщо λ, µ ∈ R, то

ϕa(λx + µy) = (a, λx + µy) = λ(a, x) + µ(a, y) = λϕa(x) + µϕa(y).

4. Нехай V = P [X], ϕ : P [X] → P , ϕ
(
t(X)

)
= t(1) − t(0);

ϕ — лiнiйна форма простору V .

4.1.2. Дуальна база. Iзоморфiзм V i V ∗

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр над полем P ,
e1, . . . , en — база простору V . Кожна лiнiйна форма простору V
(загальнiше, кожний гомоморфiзм двох лiнiйних просторiв) цiл-
ком визначається своїми значеннями на базових векторах (див.
теорему 2.1.1). Тому кожна лiнiйна форма має вигляд, як у при-
кладi 1. Зокрема, розглянемо лiнiйнi форми e1, e2, . . . , en, для
яких ei(ej) = δij .

Теорема 4.1.1. Лiнiйнi форми e1, e2, . . . , en становлять базу
дуального простору V ∗.

Доведення. Лiнiйнi форми e1, e2, . . . , en — лiнiйно незалежнi. Справ-
дi, якщо λ1e

1 + · · · + λnen = 0, де λi ∈ P , то
(∑n

i=1 λie
i
)
(ej) =
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∑n
i=1 λie

i(ej) = λj = 0, 1 ≤ j ≤ n. Залишається перевiрити, що
форми e1, e2, . . . , en є системою твiрних простору V . Нехай ϕ ∈
V ∗, ϕ(ej) = λj . Тодi ϕ =

∑n
i=1 λie

i, бо
(∑n

i=1 λie
i
)
(ej) = λj .

Наслiдок 4.1.2. Якщо dimV < ∞, то dimV = dimV ∗ i V та V ∗

iзоморфнi лiнiйнi простори.

Зауваження 4.1.1. Для нескiнченновимiрних просторiв V i V ∗

загалом не iзоморфнi. Простiр Q[X] — полiномiв з рацiональни-
ми коефiцiєнтами злiченний, а дуальний простiр
Q[X]∗ = Hom

(
Q[X],Q

)
незлiченний, тому що лiнiйнi форми цьо-

го простору перебувають у бiєктивнiй вiдповiдностi з вiдображе-
ннями множини {1, X, X2, . . . , Xn, . . . } у множину Q, а множина
таких вiдображень є незлiченною.

4.1.3. Добуток V × V ∗ → P

Нехай V — лiнiйний простiр над полем P , V ∗ — дуальний простiр.
Розглянемо вiдображення V × V ∗ → P , яке впорядкованiй парi
(x, f), де x ∈ V , f ∈ V ставить у вiдповiднiсть елемент f(x) ∈ P .
Зручно позначити f(x) def= [x, f ]. Тодi маємо такий результат.

Теорема 4.1.3.

[αx1 + βx2, f ] = α[x1, f ] + β[x2, f ],
[x, λf1 + µf2] = λ[x, f1] + µ[x, f2].

Доведення. а) [αx1 + βx2, f ] = f(αx1 + βx2) = αf(x1) + βf(x2) =
α[x1, f ] + β[x2, f ]. Таке ж просте доведення i рiвностi б) , яке ми
пропонуємо як вправу.

Ми бачимо, що вiдображення V × V ∗ → P — лiнiйне за ко-
жним аргументом. Такi вiдображення називають добутками.
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4.1.4. Канонiчний iзоморфiзм V i V ∗∗

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр. Ми вже довели,
що V ∗ i V iзоморфнi. Можна явно задати багато iзоморфiзмiв
мiж V ∗ i V за допомогою вибору баз у V ∗ i V . Так само V ∗

i V ∗∗ = (V ∗)∗ iзоморфнi (тут V ∗∗ — простiр лiнiйних форм на
просторi V ∗). Звичайно, V та V ∗∗ також iзоморфнi. Виявляє-
ться, iснує iзоморфiзм просторiв V та V ∗∗, який будується без
використання будь-яких конкретних виборiв баз. Для того щоб
це довести, нам потрiбна така лема.

Лема 4.1.1. Якщо e ∈ V — вектор, для якого добуток [e, f ] = 0
для всiх лiнiйних форм f ∈ V ∗, то e = 0.

Доведення. Нехай, навпаки, e 6= 0. Тодi iснує база
e = (e1, e2, . . . , en) простору V , що мiстить вектор e = e1. Розгля-
немо дуальну базу e1, e2, . . . , en просторуV ∗. [e1, e

1] = e1(e1) =
1 6= 0. Суперечнiсть.

Означимо вiдображення F : V → V ∗∗, використовуючи добу-
ток [x, f ] : V ×V ∗ → P . Якщо зафiксувати x, а f вважати довiль-
ною лiнiйною формою, то [x, f ] є лiнiйною формою простору V ∗,
що випливає з твердження б теореми 4.1.3.

Тому маємо вiдображення F : V → V ∗∗, для якого F (x)(f) =
[x, f ] = f(x). За твердженням а теореми 4.1.3 F ∈ Hom(V, V ∗∗).
Покажемо, що F — iн’єктивний гомоморфiзм. Якщо F (x1) =
F (x2), то для всiх f ∈ V ∗ [x1, f ] = [x2, f ] або [x1 − x2, f ] = 0, а
звiдси за лемою 4.1.1 випливає, що x1 − x2 = 0, тобто x1 = x2.

Отже, F — iн’єктивний, але тодi dim Im F = dimV = n =
dimV ∗∗. Звiдси випливає, що ImF = V ∗∗, тобто F — сюр’єктив-
ний. У результатi ми довели таку теорему.

Теорема 4.1.4. Вiдображення F : V → V ∗∗, де F (x)(f) = [x, f ] =
f(x) (f ∈ V ∗) є iзоморфiзмом просторiв V i V ∗∗.

Означення 4.1.2. Iзоморфiзм F (не залежний вiд жодних вибо-
рiв баз) називають канонiчним iзоморфiзмом просторiв V i V ∗∗.
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4.2. Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

4.2.1. Означення та приклади бiлiнiйних форм

Нехай V — лiнiйний простiр над полем P .

Означення 4.2.1. Бiлiнiйною формою в просторi V називають
вiдображення A: V × V → P , що має такi властивостi:

1) A(λx1 + µx2, y) = λA(x1, y) + µA(x2, y);
2)A(x, λy1+µy2) = λA(x, y1)+µA(x, y2), де x, x1, x2, y, y1, y2 ∈

V , λ, µ ∈ P .

Приклад 4.2.1. 1. Скалярний добуток в евклiдовому просторi
є, очевидно, бiлiнiйною формою. Тому бiлiнiйнi форми є узагаль-
неннями скалярних добуткiв. Зауважимо, що скалярний добу-
ток в унiтарному просторi не є бiлiнiйною формою, бо не вико-
нується умова 2 з означення 4.2.1.

2. Нехай e1, . . . , en — база простору V , αij ∈ P , 1 ≤ i, j ≤ n.
Тодi вiдображення A : V×V → P , для якого A(x, y) =

∑n
i,j=1 αijλiµj,

де x =
∑n

i=1 λiei, y =
∑n

j=1 µjej, є, як легко переконатися, бiлi-
нiйною формою. Незабаром стане зрозумiло, що таким спосо-
бом одержують всi бiлiнiйнi форми.

4.2.2. Матриця бiлiнiйної форми

Нехай A(x, y) — бiлiнiйна форма в просторi V , e = (e1, . . . , en) —
база V .

Означення 4.2.2. Матрицю [A(ei, ej)]1≤i,j≤n називають матри-
цею бiлiнiйної форми A в базi e = (e1, . . . , en) (матрицею Грам-
ма форми A в базi e).

Нехай A(ei, ej) = αij ∈ P , A = [αij ], x, y ∈ V x =
∑n

i=1 ξiei,
y =

∑n
i=1 ηiei. Позначимо X =

(
ξ1
...
ξn

)
i Y =

(
η1
...
ηn

)
— стовпчики

координат векторiв x i y. Тодi

A(x, y) = A( n∑

i=1

ξiei,
n∑

j=1

ηjej

)
=

n∑

i,j=1

ξiηjA(ei, ej) =
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=
n∑

i,j=1

αijξiηj = (ξ1, . . . , ξn)




α11 . . . α1n

. . . . . . . . .
αn1 . . . αnn







η1

. . .
ηn


 = XT AY.

Отже, у введених позначеннях бiлiнiйну форму A(x, y) можна
записати у виглядi

A(x, y) = XT AY, (4.2.1)

де A — матриця бiлiнiйної форми A в базi e, а X, Y — стовпчи-
ки координат векторiв x i y у цiй базi, а значок T , як завжди,
означає транспонування.

4.2.3. Зв’язок матриць бiлiнiйної форми в рiзних ба-
зах

Нехай e = (e1, . . . , en) i e′ = (e′1, . . . , e
′
n) — двi бази лiнiйного прос-

тору V , A(x, y) — бiлiнiйна форма в просторi V , A i B — матрицi
бiлiнiйної форми A(x, y) в базах e та e′. Поряд з рiвнiстю (4.2.1)
запишемо рiвнiсть

A(x, y) = X ′T BY ′, (4.2.2)

де X ′ i Y ′ — стовпчики координат векторiв x i y в базi e′. Порiв-
нюючи (4.2.1) i (4.2.2), одержуємо

XT AY = X ′T BY ′. (4.2.3)

Нехай Q — матриця переходу вiд бази e до бази e′. Тодi

X = QX ′, Y = QY ′. (4.2.4)

Пiдставимо (4.2.4) в (4.2.3). Одержимо, враховуючи, що матри-
ця, транспонована до добутку, дорiвнює добутку транспонованих
в
оберненому порядку

X ′T QT AQY ′ = X ′T BY ′. (4.2.5)

Рiвнiсть (4.2.5) правильна для всiх можливих стовпчикiв X ′ i Y ′.
Пiдставимо в (4.2.5) замiсть X та Y одиничнi вектор-стовпчики
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з 1 на i-му мiсцi в X i з 1 на j-му мiсцi в Y . Одержимо, що
елемент i-го рядка та j-го стовпчика матрицi QT AQ дорiвнює
вiдповiдному елементу матрицi B. Тому маємо матричну рiвнiсть

B = QT AQ.

Пiдсумовуючи наведенi обчислення, бачимо, що довели таку
теорему:

Теорема 4.2.1. Нехай A — бiлiнiйна форма в скiнченновимiр-
ному лiнiйному просторi V , A i B — матрицi форми A в базах e
i e′, Q — матриця переходу вiд бази e до бази e′. Тодi

B = QT AQ. (4.2.6)

4.2.4. Симетричнi бiлiнiйнi та квадратичнi форми

Означення 4.2.3. Нехай A(x, y) — бiлiнiйна форма в просто-
рi V . Розглянемо обмеження вiдображення A : V × V → P на
дiагональ {(x, x) | x ∈ V } декартового добутку V × V . Одер-
жимо вiдображення q : V → P , де q(x) = A(x, x) для x ∈ V .
Вiдображення q називають квадратичною формою, вiдповiдною
бiлiнiйнiй формi A.

За означенням квадратичнi форми одержують з бiлiнiйних.
Можна вважати, що маємо вiдображення множини бiлiнiйних
форм у просторi V на множину квадратичних форм. Загалом
це вiдображення не iн’єктивне: рiзним бiлiнiйним формам може
вiдповiдати та сама квадратична форма.

Приклад 4.2.2. Зафiксуємо яку-небудь базу e простору P 2 i

розглянемо бiлiнiйнi форми A(x, y) та B(x, y) з матрицями
(

1 1
−1 1

)

та
(

1 0
0 1

)
стосовно бази e. Бiлiнiйнiй формi A(x, y) вiдповiд-

ає квадратична форма

(x1, x2)
(

1 1
−1 1

)(
x1

x2

)
= (x1 − x2, x1 + x2)

(
x1

x2

)
= x2

1 + x2
2.
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Ця сама квадратична форма вiдповiдає i бiлiнiйнiй формi B(x, y).

При певних обмеженнях iснує взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть мiж квадратичними формами i симетричними бiлiнiйними
формами.

Означення 4.2.4. Бiлiнiйну форму A(x, y) називають симет-
ричною, якщо A(x, y) = A(y, x) для всiх x, y ∈ V .

Теорема 4.2.2. Матриця симетричної бiлiнiйної форми в будь-
якiй базi є симетричною матрицею. Навпаки, якщо матриця
бiлiнiйної форми хоч в однiй базi — симетрична, то форма —
симетрична.

Доведення. Якщо A = [αij ] — матриця бiлiнiйної форми
A(x, y) i e = (e1, . . . , en) — база простору V , то αij = A(ei, ej) =
A(ej , ei) = αji. Отже, A — симетрична матриця. Навпаки, не-
хай A — симетрична матриця, що є матрицею бiлiнiйної форми
A(x, y) стосовно деякої бази e. Нехай X та Y — стовпчики коор-
динат векторiв x та y в базi e. Тодi A(x, y) = XT AY . XT AY є
матрицею першого порядку, тому (XT AX)T = XT AY . Врахову-
ючи це, маємо

A(x, y) = XT AY = (XT AY )T = Y T AT X = Y T AX = A(y, x).

Теорема 4.2.3. Нехай V — лiнiйний простiр над полем P
(char P 6= 2). Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж си-
метричними бiлiнiйними та квадратичними формами в про-
сторi V .

Доведення. Довiльну квадратичну форму q(x) за означенням одер-
жують з бiлiнiйної форми A(x, y) за правилом q(x) = A(x, x).
Форма A(x, y) не зобов’язана бути симетричною, але iснує си-
метрична бiлiнiйна форма 1

2

(A(x, y) +A(y, x)
)
, з якої теж одер-

жують ту саму квадратичну форму q(x). Тому маємо вiдобра-
ження F множини B симетричних бiлiнiйних форм на множи-
ну K — квадратичних форм. Щоб довести теорему, розглянемо
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вiдображення G : K → B, яке переводить квадратичну форму
q(x) = A(x, x) (A(x, y) — симетрична бiлiнiйна форма) у форму
1
2

(
q(x+y)− q(x)− q(y)

)
= 1

2

(A(x+y, x+y)−A(x, x)−A(y, y)
)

=
1
2

(A(x, x) + 2A(x, y) + A(y, y) − A(x, x) − A(y, y)
)

= A(x, y). Ба-
чимо, що F ◦G = 1K , G ◦ F = 1B.

4.2.5. Матриця та ранг квадратичної форми

Означення 4.2.5. Матрицею квадратичної форми q(x) в базi e
називають матрицю в базi e вiдповiдної їй симетричної бiлiнiйної
форми A(x, y).

Матриця квадратичної форми q(x) — симетрична. Це випли-
ває з теореми 4.2.2.

Для того щоб дати означення рангу квадратичної форми нам
потрiбний такий результат.

Твердження 4.2.4. Ранг матрицi A не змiнюється при домно-
женнi матрицi A злiва або справа на невироджену матрицю.

Доведення. Доведемо спочатку, що ранг добутку матриць не пе-
ревищує рангу кожного з спiвмножникiв: rankAB ≤ rankB i
rankAB ≤ rankA. Якщо A = [αij ]1≤j≤n,1≤i≤m, B = [βij ]1≤j≤l,1≤i≤n,
то AB =

[∑n
k=1 αikβkj

]
1≤j≤l,1≤i≤m

. З формули множення ма-
триць бачимо, що i-й рядок матрицi AB є лiнiйною комбiнацiєю
рядкiв матрицi B з коефiцiєнтами αi1, αi2, . . . , αin, а j-й стовпчик
матрицi AB є лiнiйною комбiнацiєю стовпчикiв матрицi A з ко-
ефiцiєнтами β1j , β2j , . . . , βnj . Оскiльки ранг матрицi збiгається з
розмiрнiстю лiнiйної оболонки її рядкiв (стовпчикiв), то маємо
rankAB ≤ rankB i rankAB ≤ rankA.

Припустимо, що одна з матриць A або B невироджена. Якщо
detA 6= 0, то rankB = rank(A−1AB) ≤ rankAB i rankAB ≤
rankB (обидвi нерiвностi правильнi за доведеним). Тому rankAB =
rankB. Так само доводимо, що rankAB = rankA, якщо det B 6=
0.



88 Роздiл 4. Лiнiйнi, бiлiнiйнi та квадратичнi форми

Наслiдок 4.2.5. Ранг матрицi квадратичної форми не зале-
жить вiд вибору бази.

Доведення. Якщо A i B — матрицi квадратичної форми q(x) в
базах e i e′, то A i B пов’язанi формулою (4.2.6) B = QT AQ,
де Q матриця переходу вiд бази e до бази e′. Матрицi Q i QT —
невиродженi, тому rankA = rankB згiдно з попереднiм твердже-
нням.

Враховуючи доведений наслiдок, можна ввести таке означе-
ння.

Означення 4.2.6. Рангом квадратичної форми називають ранг
її марицi стосовно будь-якої бази.

4.2.6. Зведення квадратичних форм над полем R до
головних осей

Розглянемо квадратичну форму q(x) в лiнiйному просторi V над
полем дiйсних чисел. Виберемо яку-небудь базу e простору V i
розглянемо матрицю A квадратичної форми q(x) в базi e. Матри-
ця A — симетрична. За наслiдком 3.4.5 з основної теореми про
нормальний оператор iснує ортогональна матриця Q така, що
матриця Q−1AQ = QT AQ — дiагональна. У базi e квадратична
форма q(x) має вигляд

q(x) = XT AX,

де X — стовпчик координат вектора x в базi e. У базi e′ квадра-
тична форма q(x) має вигляд

q(x) = X ′T QT AQX ′, (4.2.7)

де X ′ — стовпчик координат вектора x в базi e′. Якщо X ′ =(
ξ′1...
ξ′n

)
, то, оскiльки QT AQ =

( λ1 0

. . .
0 λn

)
, рiвнiсть (4.2.7) можна
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переписати так:

q(x) = (ξ′1, . . . , ξ
′
n)




λ1 0
. . .

0 λn







ξ′1
...

ξ′n


 =

n∑

i=1

λiξ
′2
i , (4.2.8)

де λ1, . . . , λn — власнi значення матрицi A.
Зведення квадратичної форми q(x) з дiйсними коефiцiєнтами

до вигляду (4.2.8) i називають зведенням до головних осей.
Щоб практично звести квадратичну форму з дiйсними коефi-

цiєнтами до головних осей, треба записати її матрицю A в якiй-
небудь базi e, знайти власнi значення λi матрицi A i записати
суму (4.2.8):

∑n
i=1 λiξ

′2
i . Якщо нас цiкавить ортогональне пере-

творення координат (тобто матриця Q), то треба знайти ортонор-
мовану базу e′, складену з власних векторiв оператора з матри-
цею A. Матриця Q — це матриця, стовпчиками якої є стовпчики
координат векторiв бази e′ в базi e.

Приклад 4.2.3. Звести квадратичну форму 2ξ1ξ2+2ξ1ξ3+2ξ2ξ3

до головних осей.(
0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
— матриця заданої квадратичної форми. Знаходимо

її власнi значення
∣∣∣∣∣∣

−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 3λ + 2 = 0.

Звiдси λ1 = 2, λ2 = λ3 = −1. Отже, в ортонормованiй базi,
складенiй з власних векторiв, вiдповiдних цим власним значен-
ням, наша квадратична форма має вигляд

2ξ′21 − ξ′22 − ξ′23 .

Знайдемо матрицю Q. Координати власних векторiв, вiдповiд-
них λ = 2, знаходимо з системи рiвнянь

{
−2x1 + x2 + x3 = 0,

x1 − 2x2 + x3 = 0.
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Фундаментальна система розв’язкiв цiєї системи складається
з одного розв’язку (1, 1, 1). Нормуючи цей розв’язок, одержимо
e′1 =
( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
). Координати власних векторiв, вiдповiдних λ = −1

знаходимо з системи

x1 + x2 + x3 = 0.

Ця система має два фундаментальнi розв’язки a2 = (−1, 1, 0) i
a3 = (−1, 0, 1). Ортогоналiзуємо систему a2, a3

b3 = a3 − (a3, a2)
(a2, a2)

a2 = (−1, 0, 1)− 1
2
(−1, 1, 0) =

1
2
(−1,−1, 2).

Ортонормована база з власних векторiв матрицi A є така: e′1 =
1√
3
(1, 1, 1), e′2 = 1√

2
(−1, 1, 0), e′3 = 1√

6
(−1,−1, 2). Тому

Q =




1√
3

− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6


 .

Оскiльки
(

ξ1
ξ2
ξ3

)
= Q

(
ξ′1
ξ′2
ξ′3

)
, то ортогональне перетворення ко-

ординат

ξ1 =
1√
3
ξ′1 −

1√
2
ξ′2 −

1√
6
ξ′3,

ξ2 =
1√
3
ξ′1 +

1√
2
ξ′2 −

1√
6
ξ′3,

ξ3 =
1√
3
ξ′1 +

2√
6
ξ′3.

зводить квадратичну форму 2ξ1ξ2 + 2ξ1ξ3 + 2ξ2ξ3 до головних
осей 2ξ′21 − ξ′22 − ξ′23 .
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4.3. Канонiчний вигляд

4.3.1. Означення

З попереднього ми знаємо, що кожну квадратичну форму q(x)
над полем дiйсних чисел R можна записати у виглядi

q(x) =
n∑

i=1

λiξ
2
i . (4.3.1)

Означення 4.3.1. Кажуть, що квадратична форма q(x) над по-
лем P (char P 6= 2) має в деякiй базi канонiчний вигляд , якщо в
цiй базi її матриця є дiагональною.

Iнакше кажучи, квадратична форма q(x) має канонiчний ви-
гляд в базi e, якщо в цiй базi вона має вигляд (4.3.1), де ξ1, . . . , ξn

— координати вектора x.

Ми можемо звести будь-яку квадратичну форму над R до ка-
нонiчного вигляду, звiвши її до головних осей. Але цей метод не
працює для квадратичних форм над полями, вiдмiнними вiд R
(наприклад, над C або Q або скiнченним полем). У цих випад-
ках потрiбно мати iншi методи зведення квадратичних форм до
канонiчного вигляду.

4.3.2. Метод Лагранжа

Розглянемо метод Лагранжа зведення квадратичних форм до ка-
нонiчного вигляду. Цей метод дуже простий i його можна легко
застосувати до будь-якої квадратичної форми над довiльним по-
лем P (char P 6= 2). Вiн не вимагає обчислення власних значень,
яке може на практицi виявитися складною задачею.

Теорема 4.3.1. Для кожної квадратичної форми q(x) = A(x, x)
в просторi V над полем P (char P 6= 2) iснує база простору V ,
в якiй A(x, x) має канонiчний вигляд.
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Доведення. Виберемо i зафiксуємо будь-яку базу e простору V .
Нехай A — матриця квадратичної форми q(x) в цiй базi, q(x) =
XT AX, де X — стовпчик координат вектора x в базi e. Якщо ми
доведемо iснування невиродженої матрицi Q, для якої матриця
QT AQ — дiагональна, то теорему буде доведено, тому що QT AQ
— матриця квадратичної форми q(x) в базi e′ = eQ. Мiркуємо
iндукцiєю за n = dimV . Якщо n = 1, то q(x) = λ1ξ

2
1 в будь-якiй

базi i доводити нiчого. Нехай n > 1. Припустимо, що теорему до-
ведено для всiх квадратичних форм, у яких кiлькiсть координат
строго менша, нiж n, i

q(x) =
n∑

i,j=1

αijξiξj .

Розглянемо два випадки.
1. Iснує i, 1 ≤ i ≤ n, для якого αii 6= 0. У цьому випадку

(нумеруючи, якщо треба, по-новому координати, тобто, перес-
тавляючи вектори бази) можна вважати, що α11 6= 0. Розглянемо
матрицю

Q1 =




α11 α12 . . . α1n

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 ,

detQ1 = α11 6= 0, i невироджене лiнiйне перетворення координат




ξ′1
...

ξ′n


 = Q1




ξ1
...

ξn


 . (4.3.2)

Нехай r(x) = q(x)− α−1
11 (α11ξ1 + · · ·+ α1nξn)2. Тодi

r(x) =
n∑

i,j=1

αijξiξj − α−1
11 (α11ξ1 + · · ·+ α1nξn)2 (4.3.3)
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є квадратичною формою, що не мiстить ξ1. Використовуючи (4.3.2),

виразимо ξ1, . . . , ξn через ξ′1, . . . , ξ
′
n:

(
ξ1
...
ξn

)
= Q−1

1

(
ξ′1...
ξ′n

)
; у нових

координатах рiвнiсть (4.3.3) має вигляд

r(x) =
n∑

i,j=1

α′ijξ
′
iξ
′
j − α−1

11 ξ′21 .

Форма r(x) не залежить вiд ξ′1 (згiдно з (4.3.3) вона не залежить
вiд ξ1), тому за припущенням iндукцiї iснує невироджене лiнiйне
перетворення координат ξ′2, . . . , ξ

′
n, яке зводить форму r(x) до

канонiчного вигляду.

Нехай
(

ξ′2...
ξ′n

)
= Q2

(
ξ′′2...
ξ′′n

)
— згадане перетворення. Розглянемо

таке невироджене перетворення координат:



ξ′1
ξ′2
...

ξ′n


 =




1 0 . . . 0
0
... Q2

0







ξ′′1
ξ′′2
...

ξ′′n


 = Q3




ξ′′1
ξ′′2
...

ξ′′n


 .

Звiдси, використовуючи (4.3.2), одержуємо “результуюче” неви-
роджене лiнiйне перетворення координат




ξ1

ξ2
...

ξn


 = Q−1

1 Q3




ξ′′1
ξ′′2
...

ξ′′n


 .

Зрозумiло, що в базi e′ = e(Q−1
1 Q2) квадратична форма q(x) =

α−1
11 ξ′′21 + λ2ξ

′′2
2 + · · ·+ λnξ′′2n має канонiчний вигляд.

2. Нехай тепер αii = 0 для всiх i, 1 ≤ i ≤ n. Якщо αij = 0
для всiх 1 ≤ i, j ≤ n, то доводити нiчого. Тому нехай iснують i, j,
i 6= j, αij 6= 0. З точнiстю до нумерацiї координат (базових ве-
кторiв) можна вважати, що α12 6= 0. Тодi в q(x) входить доданок
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2α12ξ1ξ2. Розглянемо таке невироджене перетворення координат:

ξ1 = ξ′1 − ξ′2,
ξ2 = ξ′1 + ξ′2,
ξ3 = ξ′3,

. . . . . .

ξn = ξ′n

або в матричнiй формi




ξ1

ξ2
...

ξn


 =




1 −1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1







ξ′1
ξ′2
...

ξ′n


 .

Визначник матрицi цього перетворення дорiвнює 2 6= 0. В но-
вих координатах у квадратичну форму q(x) входять доданки
2α12ξ

′2
1 − 2α12ξ

′2
2 , кожний з яких не може скоротитися з iншими

доданками, що входять в q(x), бо в кожний iнший доданок обо-
в’язково входить ξ′i, де i > 2. Отже, ми звели квадратичну фор-
му q(x) до вигляду, розглянутого в першiй частинi доведення.

Тому iснує невироджене лiнiйне перетворення
(

ξ′1...
ξ′n

)
= Q

(
ξ′′1...
ξ′′n

)

таке, що квадратична форма q(x) в базi

e′ = e




1 −1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




Q

має канонiчний вигляд.

Приклад 4.3.1. Метод Лагранжа, по-сутi, зводиться до видi-
лення повних квадратiв. Щоб проiлюструвати це, зведемо цим
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методом до канонiчного вигляду форму 2ξ1ξ2 +2ξ1ξ3 +2ξ2ξ3. Пе-
редусiм за допомогою лiнiйного перетворення

ξ1 = ξ′1 − ξ′2, ξ2 = ξ′1 + ξ′2, ξ3 = ξ′3

одержуємо квадратичну форму, в яку входять квадрати коор-
динат 2ξ1ξ2 + 2ξ1ξ3 + 2ξ2ξ3 = 2ξ′21 − 2ξ′22 + 2ξ′1ξ

′
3 − 2ξ′2ξ

′
3 + 2ξ′1ξ

′
3 +

2ξ′2ξ
′
3 = 2ξ′21 − 2ξ′22 + 4ξ′1ξ

′
3. Тепер видiляємо повний квадрат, що

мiстить ξ′21 2ξ′21 − 2ξ′22 +4ξ′1ξ
′
3 = 2(ξ′21 +2ξ′1ξ

′
3 + ξ′23 )− 2ξ′22 − 2ξ′23 =

2(ξ′1+ξ′3)
2−2ξ′22 −2ξ′23 . Пiсля виконання невиродженого лiнiйного

перетворення ξ′′1 = ξ′1 + ξ′3, ξ′′2 = ξ′2, ξ′′3 = ξ′3 наша квадратична
форма набирає канонiчного вигляду

2ξ′′21 − 2ξ′′22 − 2ξ′′23 .

Матрицею результуючого лiнiйного перетворення є добуток
(

1 −1 0
1 1 0
0 0 1

)(
1 0 1
0 1 0
0 0 1

)−1
=

(
1 −1 0
1 1 0
0 0 1

)(
1 0 −1
0 1 0
0 0 1

)
=

(
1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1

)
,

тобто саме перетворення таке:

ξ1 = ξ′′1 − ξ′′2 − ξ′′3 , ξ2 = ξ′′1 + ξ′′2 − ξ′′3 , ξ3 = ξ′′3 .

4.3.3. Нормальний вигляд квадратичної форми

Розглянемо квадратичнi форми лише над полями дiйсних чи-
сел i комплексних чисел. Нехай q(x) — квадратична форма ран-
гу r,

∑n
i=1 λiξ

2
i — її канонiчний вигляд. Тодi серед коефiцiєнтiв λi

знайдеться r вiдмiнних вiд нуля, а всi решта дорiвнюють 0. Тому,
перенумеровуючи (якщо треба) по-новому вектори бази, можемо
вважати, що

q(x) =
r∑

i=1

λiξ
2
i . (4.3.4)

Означення 4.3.2. Квадратична форма q(x) має нормальний
вигляд, якщо вона має канонiчний вигляд (4.3.4) i λi ∈ {1,−1}.
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Теорема 4.3.2. 1. Якщо квадратична форма над полем C має
ранг r, то її нормальним виглядом є сума r квадратiв q(x) =∑r

i=1 η2
i .

2. Якщо квадратична форма над полем R має ранг r, то iснує
натуральне число p, 1 ≤ p ≤ r таке, що нормальним вигля-
дом q(x) є

∑p
i=1 η2

i −
∑r

i=p+1 η2
i .

Доведення. 1. Зведемо форму q(x) до канонiчного вигляду (4.3.4)
i виконаємо таке невироджене лiнiйне перетворення:




ξ1
...

ξn


 =




√
λ1

. . . 0√
λr

1

0
. . .

1







η1
...

ηn


 ,

де
√

λj — одне з двох значень квадратного кореня з λj ∈ C (в
полi C добування квадратного кореня завжди можливе). Пiсля
цього квадратична форма набуде вигляду

q(x) =
r∑

i=1

η2
i .

2. Нехай q(x) — квадратична форма над R. Зведемо її до ка-
нонiчного вигляду (4.3.4). Вважаємо (з точнiстю до нумерацiї),
що першi p коефiцiєнтiв λi в (4.3.4) додатнi, а решта — вiд’ємнi.
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Розглянемо невироджене лiнiйне перетворення




ξ1
...

ξn


 =




√
λ1

. . . √
λp 0√−λp+1

. . . √−λr

0 1
. . .

1







η1
...

ηn


 ,

де
√

λi або
√−λi — одне з двох можливих значень квадратно-

го кореня з додатного дiйсного числа. В координатах (η1, . . . , ηn)
квадратична форма має потрiбний вигляд

q(x) =
p∑

i=1

η2
i −

r∑

i=p+1

η2
i .

4.3.4. Закон iнерцiї

Розглянемо квадратичнi форми над полем дiйсних чисел R. Не-
хай q(x) — квадратична форма. Зведемо її до нормального ви-
гляду

q(x) =
p∑

i=1

ξ2
i −

r∑

i=p+1

ξ2
i . (4.3.5)

Означення 4.3.3. Якщо квадратична форма зведена до нор-
мального вигляду (4.3.5), то число p називають додатним iнде-
ксом iнерцiї , r − p — вiд’ємним iндексом iнерцiї , їxню рiзницю
2p− r — сигнатурою.
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Теорема 4.3.3. Додатний та вiд’ємний iндекси iнерцiї i сигна-
тура не залежать вiд способу зведення квадратичної форми до
нормального вигляду.

Доведення. Доводимо вiд супротивного. Нехай q(x) — квадра-
тична форма в просторi V розмiрностi n. Припустимо, що в базi
e = (e1, . . . , en) квадратична форма q(x) має нормальний вигляд
(4.3.5), а в iншiй базi e′ = (e′1, . . . , e

′
n) вона має нормальний ви-

гляд

q(x) =
p′∑

i=1

ξ′2i −
r∑

i=p′+1

ξ′2i , (4.3.6)

i нехай p 6= p′, наприклад, p > p′ (тут r — ранг форми q(x),
який не залежить вiд вибору бази за наслiдком 4.2.5). Розгля-
немо пiдпростори U = L(e1, . . . , ep) та W = L(e′p′+1, . . . , e

′
n). Ма-

ємо n ≥ dim (U + W ) = dimU + dimW − dim (U ∩ W ), звiдси
dim (U ∩W ) ≥ dimU +dimW −n = p+n−p′−n = p−p′ > 0. То-
му iснує x ∈ U ∩W , x 6= 0. З рiвностi (4.3.5) отримуємо q(x) > 0,
а з рiвностi (4.3.6) — q(x) ≤ 0. Одержана суперечнiсть показує,
що p ≤ p′. Аналогiчно доводимо, що i p′ ≤ p; тому p = p′, отже,
r − p = r − p′ i 2p− r = 2p′ − r.
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4.4. Додатно визначенi квадратичнi форми

4.4.1. Еквiвалентнi означення додатної визначеностi

Нехай q(x) — квадратична форма в n-вимiрному лiнiйному про-
сторi V над полем дiйсних чисел R, A(x, x) — вiдповiдна їй бiлi-
нiйна форма.

Означення 4.4.1. Квадратичну форму q(x) називають додатно
визначеною, якщо її нормальний вигляд є сумою n квадратiв.
Iнакше кажучи, q(x) додатно визначена, якщо її додатний iндекс
iнерцiї дорiвнює n = dimV .

Теорема 4.4.1. Такi властивостi еквiвалентнi:
1) форма q(x) додатно визначена;
2) q(x) > 0 для кожного x ∈ V , x 6= 0;
3) вiдповiдна формi q(x) симетрична бiлiнiйна форма A(x, x)

є скалярним добутком у просторi V .

Доведення. 1)⇒2) Якщо q(x) — додатно визначена, то iснує база
простору V , в якiй q(x) =

∑n
i=1 ξ2

i . Звiдси безпосередньо видно,
що q(x) ≥ 0 i q(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли всi ξi = 0, тобто
коли x = 0.

2)⇒3) Це випливає з означення скалярного добутку: скаляр-
ний добуток в евклiдовому просторi V — це симетрична бiлiнiйна
форма A(x, y), для якої A(x, x) ≥ 0 i A(x, x) = 0 тодi i тiльки
тодi, коли x = 0.

3)⇒1) Якщо A(x, y) — скалярний добуток в просторi V , то
можна вибрати ортонормовану базу простору V . В цiй базi ма-
триця бiлiнiйної форми A(x, y) є одиничною, тому в нiй

q(x) = (ξ1, . . . , ξn)




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1







ξ1
...

ξn


 =

n∑

i=1

ξ2
i .
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Зручно користуватися критерiєм додатної визначеностi, який
називається критерiєм Сiльвестра.

4.4.2. Критерiй Сiльвестра

Означення 4.4.2. Якщо A = [αij ] ∈ Mn(P ) — квадратна мат-
риця з елементами з поля P , то мiнори det A1 = α11, det A2 =∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣, . . . , det Ak =
∣∣∣ α11 ... α1k

... ... ...
αk1 ... αkk

∣∣∣, . . . , detAn = detA називають
головними мiнорами матрицi A.

Нехай q(x) — квадратична форма в просторi V над полем R,
a = (a1, . . . , an) — база V , A = [αij ] — матриця форми q(x) в
базi a.

Теорема 4.4.2. Квадратична форма q(x) додатно визначена
тодi й лише тодi, коли всi головнi мiнори матрицi A строго
додатнi.

Доведення. Якщо q(x) додатно визначена, то вiдповiдна їй бiлi-
нiйна форма A(x, y) є скалярним добутком. За допомогою цьо-
го скалярного добутку ортогоналiзуємо базу a1, . . . , an. Одержи-
мо ортогональну базу b1, . . . , bn. Нагадаємо, що для кожного k,
1 ≤ k ≤ n, bk = ak −

∑k−1
i=1 αibi, де αi = A(ak,bi)

A(bi,bi)
. Звiдси випливає,

що для кожного k, 1 ≤ k ≤ n,



λ1 0
. . .

0 λk


 = QT

k AkQk, (4.4.1)

де λi = q(bi), Ak — матриця з перших k рядкiв i стовпчикiв
матрицi A, а Qk — матриця переходу вiд бази a1, . . . , ak до бази
b1, . . . , bk пiдпростору L(a1, . . . , ak).

З (4.4.1) одержуємо

λ1 · . . . · λk = detAk(detQk)2

i всi detAk > 0, бо λi = q(bi) > 0.



4.4. Додатно визначенi квадратичнi форми 101

Нехай тепер всi головнi мiнори матрицi A строго додатнi.
Мiркуємо за iндукцiєю. Якщо n = 1, то q(x) = α11ξ

2
1 , α11 > 0,

отже, q(x) додатно визначена. Припустимо, що теорему доведе-
но для всiх квадратичних форм у просторах розмiрностi меншої,
нiж n. Нехай q(x) =

∑n
i,j=1 αijξiξj . Розглянемо квадратичну фор-

му

r(x) =
n−1∑

i,j=1

αijξiξj .

За припущенням iндукцiї, нормальний вигляд форми r(x) є су-
мою n − 1 квадрата, бо головнi мiнори її матрицi є головними
мiнорами матрицi A. Тому iснує база, в якiй r(x) =

∑n−1
i=1 ξ′2i .

Приймемо додатково ξn = ξ′n. Маємо q(x) =
∑n−1

i=1 ξ′2i +2
∑n−1

i=1 α2ξ
′
iξ
′
n+

αnnξ′2n =
∑n−1

i=1 (ξ′i + αinξ′n)2 + γξ′2n =
∑n−1

i=1 ξ′′2i + λξ′′2n , де ξ′′i =
ξ′i + αinξ′n, ξ′′n = ξn i λ ∈ R. Покажемо, що λ > 0. Зрозумiло, що




ξ1
...

ξn


 = Q




ξ′′1
...

ξ′′n




з невиродженою матрицею Q. Звiдси випливає, що

λ = det




1 0
. . .

1
0 λ


 = detQT · detA · detQ = detA · detQ2 > 0.

Отже, нормальним виглядом форми q(x) є
∑n

i=1 η2
i i q(x) — до-

датно визначена.

4.4.3. Застосування до екстремумiв функцiй багатьох
змiнних

Нехай a = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, U = {x ∈ Rn | ‖x − a‖ < δ} окiл
точки a (‖x − a‖ — довжина вектора x − a в евклiдовому про-
сторi Rn), f(x) = f(ξ1, . . . , ξn) — дiйсна функцiя вiд n змiнних,
визначена в U .
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Якщо функцiя f диференцiйована в точцi a, то її диферен-
цiал (df)(a) = ∂f

∂ξ1
(a)h1 + · · ·+ ∂f

∂ξn
(a)hn є лiнiйною формою про-

стору Rn; якщо f — два рази диференцiйована в точцi a, то дру-
гий диференцiал (d2f)(a) =

∑n
i,j=1

∂2f
∂ξi∂ξj

(a)hihj є квадратичною
формою в просторi Rn.

У курсi математичного аналiзу доводять такi теореми:
1) якщо функцiя f : U → R має локальний екстремум у то-

чцi a i диференцiйована в цiй точцi, то (df)(a) = 0 (необхiдна
умова екстремуму);

2) нехай f : U → R — двiчi диференцiйована функцiя в точцi
a ∈ U . Якщо (df)(a) = 0, а квадратична форма (d2f)(a) додатно
визначена, то f має в точцi a (строгий) локальний мiнiмум. Якщо
квадратична форма −(d2f)(a) додатно визначена, то f має в a
(строгий) локальний максимум.

4.4.4. Зведення до канонiчного вигляду пари форм

Iнодi треба звести двi квадратичнi форми q(x) i r(x) до кано-
нiчного вигляду тим самим невиродженим лiнiйним перетворе-
нням. Iнакше кажучи, потрiбно знайти базу, в якiй обидвi фор-
ми q(x) i r(x) мають канонiчний вигляд. Ця задача має особливо
простий розв’язок для пар форм над полем дiйсних чисел, одна
з яких додатно визначена.

Теорема 4.4.3. Нехай q(x) i r(x) — пара квадратичних форм
у просторi V над полем R, i форма r(x) — додатно визначена.
Тодi iснує база e простору V , в якiй

q(x) = λ1η
2
1 + · · ·+ λnη2

n, (4.4.2)

де λ1, . . . , λn — власнi значення матрицi форми q(x), i

r(x) = η2
1 + · · ·+ η2

n. (4.4.3)

Доведення. Нехай B(x, y) — вiдповiдна формi r(x) симетрична
бiлiнiйна форма. За теоремою 4.4.1 B(x, y) — скалярний добуток
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простору V . Iснує (стосовно цього скалярного добутку) ортонор-
мована база e, в якiй форма q(x) зводиться до головних осей.
У цiй базi q(x) має вигляд (4.4.2), а r(x) — вигляд (4.4.3), бо
скалярний квадрат вектора в ортонормованiй базi дорiвнює сумi
квадратiв його координат.

4.5. Вправи

1. Нехай A(x, y) — бiлiнiйна форма в просторi V . Лiнiйний
оператор ϕ назвемо iзометрiєю простору V стосовно A,
якщо ϕ — бiєктивний i A(x, y) = A(

ϕ(x), ϕ(y)
)
. Довести,

що iзометрiї стосовно A утворюють групу.

2. Бiлiнiйну форму A(x, y) називають кососиметричною, як-
що A(x, y) = −A(y, x). Довести, що кожна бiлiнiйна форма
є сумою симетричної та кососиметричної бiлiнiйних форм.

3. Нехай A(x, y) — симетрична або кососиметрична бiлiнiйна
форма в просторi V . Ядром форми A називають множину
тих векторiв x ∈ V , для яких A(x, y) = 0 для всiх y ∈
V . Форму A(x, y) називають невиродженою, якщо її ядро
складається лише з 0. Довести, що форма A невироджена
тодi i тiльки тодi, коли її матриця (в будь-якiй базi) неви-
роджена.

4. Нехай A(x, y) — бiлiнiйна форма в просторi V , V ∗ — дуаль-
ний простiр. Довести, що вiдображення ã : V → V ∗, для
якого ã(x)(y) = A(x, y) є гомоморфiзмом. Довести, що ã —
iзоморфiзм тодi i тiльки тодi, коли A невироджена.

5. Довести, що для невиродженої кососиметричної форми
A(x, y) в лiнiйному просторi V над полем P (char P 6= 2)
iснує база простору V , в якiй матриця форми A(x, y) має
вигляд

(
0 E
−E 0

)
(тут 0 — нуль-матриця i E — одинична ма-

триця).



104 Роздiл 4. Лiнiйнi, бiлiнiйнi та квадратичнi форми

6. (Ознака Якобi). Квадратична форма над полем дiйсних чи-
сел додатно визначена тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєн-
ти характеристичного полiнома її матрицi всi не дорiвнють
нулю, вiльний член — додатний i знаки коефiцiєнтiв чергу-
ються.

7. Квадратична форма q(x) над полем дiйсних чисел з мат-
рицею A додатно визначена тодi i тiльки тодi, коли iснує
така невироджена матриця B, що A = BT B.

8. Якщо всi головнi мiнори симетричних матриць A,B ∈ Mn(R)
строго додатнi, то i всi головнi мiнори матрицi A + B теж
строго додатнi.

9. Довести, що найменше власне значення суми двох симет-
ричних матриць з дiйсними елементами бiльше або дорiв-
нює, сумi найменших власних значень матриць доданкiв.

10. Звести до канонiчного вигляду форму q(x) = ξ1ξ2 + ξ2ξ3 +
· · ·+ ξn−1ξn ± ξnξ1. Дослiдити її ранг.

11. Якщо двi квадратичнi форми q1(x) i q2(x) в просторi Rn за-
довольняють умову q1(x)+q2(x) > 0 для довiльного x ∈ Rn,
то вони одночасно зводяться до канонiчного вигляду.

12. ЯкщоA(x, y) — будь-яка бiлiнiйна форма в просторi V над
полем K, char K 6= 2, dimV ≥ 2, то група iзометрiй (див.
вправу 1) некомутативна, крiм випадку, коли n = 2,A(x, y) =
ξ1ξ2 ± η1η2 i K — поле з трьох елементiв.

13. Написати умови, якi повиннi задовольняти елементи (мат-
рицi другого порядку) групи iзометрiй бiлiнiйної форми
A(x, y), що має в деякiй базi своєю матрицею

(
1 0
0 −1

)
.



Роздiл 5.

Афiннi та проективнi простори
5.1. Афiннi простори

5.1.1. Означення та основнi наслiдки з аксiом

Означення 5.1.1. Афiнним простором над полем P називають
трiйку (A, V, +), що складається з множини A, лiнiйного про-
стору V над полем P i вiдображення +: A × V → A, яке пару
(a, x) ∈ A × V переводить в елемент a + x ∈ A. Ця трiйка задо-
вольняє такi аксiоми:

1) ∀a ∈ A ∀x, y ∈ V (a + x) + y = a + (x + y);
2) ∀a ∈ A a + 0 = a;
3) ∀a, b ∈ A ∃! x ∈ V , що b = a + x. Цей вектор x називають

рiзницею b i a, позначають b− a.
Елементи з множини A називають точками, елементи лiнiй-

ного простору V — векторами. Лiнiйний простiр V називають
асоцiйованим з афiнним простором (A, V,+). Для скорочення
записiв використовують позначення A замiсть (A, V, +).

Це означення дає змогу додавати вектори до точок i в резуль-
татi одержувати точки, а також вiднiмати точки i в результатi
одержувати вектори.

Приклад 5.1.1. 1. Нехай A = R2, V = R2, тобто маємо два
екземпляри лiнiйного простору R2. Геометрично вектор x =
(ξ1, ξ2) ∈ R2 трактується як напрямлений вiдрiзок з початком
у початку координат i з кiнцем в точцi з координатами (ξ1, ξ2).

105
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0

a

b=a+x

x=b-a

Рис. 5.1.1. Додавання точок та векторiв

Зрозумiло, що вектор x ∈ R2 цiлком задано, якщо задано ко-
ординати його кiнця. Будемо трактувати елементи множини
A = R2 точками площини, а елементи V = R2 — векторами
з початком в початку координат. На рис. 5.1.1 показано гео-
метричну iлюстрацiю операцiй додавання точки i вектора та
вiднiмання точок. Обидвi операцiї виконують за правилом па-
ралелограма

2. Якщо A = V , де V — лiнiйний простiр, то трiйка (V, V, +),
де “+” — звичайне додавання векторiв, очевидно, задовольняє оз-
начення афiнного простору. Далi побачимо (пiсля того, як вве-
демо поняття iзоморфiзму афiнних просторiв), що будь-який
афiнний простiр iзоморфний афiнному простору (V, V, +).

Теорема 5.1.1 (Наслiдки з аксiом). a, b, c ∈ A; x, y ∈ V . Тодi
1) a + x = b + x =⇒ a = b;
2) a + x = a + y =⇒ x = y;
3) a− a = 0;
4) (c− b) + (b− a) = c− a;
5) (a + x)− (b + y) = (a− b) + (x− y).
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Доведення. Зауважимо, що знак “+” у формулюваннi теореми
означає, залежно вiд контексту, або додавання векторiв (в 4) та
в правiй частинi 5) або суму точки та вектора. Це саме стосується
знаку “−” (вiднiмання векторiв x i y у правiй частинi 5) та вiд-
нiмання точок у всiх iнших випадках).

1. Якщо a + x = b + x, то (a + x) + (−x) = (b + x) + (−x). За
аксiомою 1 одержуємо a + 0 = b + 0, звiдки за аксiомою 2 a = b.

2. Якщо a + x = a + y, то a + x = a + x + (y − x). З аксiоми 3
випливає, що y − x = 0, тобто x = y.

3. За аксiомою 2 a+0 = a. Рiвнiсть a− a = 0 випливає звiдси
за аксiомою 3.

4. Нехай c = b + x, b = a + y. Тодi c = a + (x + y) та c − a =
x + y = (c− b) + (b− a).

5. Треба перевiрити, що a+x = b+ y +(a− b)+ (x− y), тобто
a+x = b+(a−b)+x, тобто a = b+(a−b), а це — означення a−b.

Зауваження 5.1.1. Дiєю групи G на множинi A називають го-
моморфiзм груп F : G → AutA або, що те саме, вiдображен-
ня φ : A × G → A, для якого (в позначеннях φ(a, g) def= ag)
a(g1g2) = (ag1)g2 та ae = a, де e — нейтральний елемент гру-
пи G. Дiю G на A називають ефективною, якщо KerF = {g ∈
G | ag = a ∀a ∈ G} = {e} i транзитивною, якщо для будь-яких
a, b ∈ A iснує g ∈ G, для якого b = ag.

У цих термiнах означення афiнного простору можна сфор-
мулювати так: якщо на множинi A задано ефективну i транзи-
тивну дiю “+” адитивної групи лiнiйного простору V , то трiйка
(A, V,+) є афiнним простором.

5.1.2. Гомоморфiзми афiнних просторiв
(афiннi вiдображення)

Означення 5.1.2. Нехай A1 = (A1, V1, +) i A2 = (A2, V2,+) —
аффiннi простори над полем P . Гомоморфiзмом афiнних просто-
рiв A1 i A2 називають пару вiдображень f : A1 → A2, f̃ : V1 → V2,
для яких виконуються такi властивостi:
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1) f̃ ∈ Hom(V1, V2), тобто f̃ — лiнiйне вiдображення з V1 у V2;
2) ∀a1, a2 ∈ A1 f(a1)− f(a2) = f̃(a1− a2) (обидвi частини цiєї

рiвностi є векторами з V2).

Вiдображення f̃ однозначно визначається вiдображенням f .
Справдi, довiльний елемент з V1 має вигляд a1 − a2 для деяких
елементiв a1, a2 ∈ A1: для будь-якого x ∈ V1 достатньо взяти
a1 = a2 + x, щоб одержати a1 − a2 = x. f̃ називають лiнiй-
ною частиною f . Гомоморфiзми афiнних просторiв називають
ще афiнними вiдображеннями.

Приклад 5.1.2. 1. Лiнiйне вiдображення f ∈ Hom(V1, V2) виз-
начає гомоморфiзм афiнних просторiв (V1, V1, +) → (V2, V2, +).
Тут f = f̃ .

2. З означення безпосередньо видно, що пара (1A, 1V ) є афiн-
ним вiдображенням афiнного простору (A, V,+) в себе. Таке вi-
дображення називають одиничним вiдображенням.

3. Нехай A = (A, V, +) — афiнний простiр. Паралельним пе-
ренесенням tx простору A на вектор x ∈ V називають вiдобра-
ження
tx : A → A, для якого tx(a) = a + x. Перевiримо, що паралельнi
перенесення – гомоморфiзми афiнного простору в себе. Знайдемо
для цього t̃x. Маємо t̃x(y) = tx(a+y)−tx(a) = (a+y+x)−(a+x) =
(a−a)+y = y. Передостання рiвнiсть випливає з теореми 5.1.1,
а остання – з означення лiнiйного простору. Отже, t̃x = 1V .
Зауважимо, що для паралельного перенесення tx iснує обернене
паралельне перенесення t−1

x = t−x i так само t̃−x = 1V .
4. Нехай A1 = (A, V,+), де V — лiнiйний простiр над по-

лем P , A2 = (P, P, +). Тодi афiнне вiдображення A1 в A2 —
це вiдображення f : A → P i така лiнiйна форма f̃ ∈ V ∗, що
f̃(x) = f(a + x)− f(a), де a ∈ A, x ∈ V . Зокрема, якщо A1 = A2,
то необхiдно f̃(ξ) = αξ для всiх ξ ∈ P i деякого α ∈ P . Тепер
f(0 + ξ) = f(0) + f̃(ξ) = β + αξ для β ∈ P . Отже, всi афiннi
вiдображення (P, P,+) → (P, P, +) мають вигляд f(ξ) = αξ + β.

5. Нехай A1 = A2 = (V, V, +), де V — скiнченно-вимiрний
лiнiйний простiр над полем P . Виберемо базу e = (e1, . . . , en)
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простору V . Якщо x0, x ∈ V , X0, X — стовпчики координат
векторiв x0 i x в базi e, A — квадратна матриця n-го порядку,
то пара вiдображень f(x) = e(AX+X0), f̃(x) = eAX є афiнним
вiдображенням простору (V, V, +) в себе.

5.1.3. Властивостi афiнних вiдображень

Означення 5.1.3. Нехай Ai = (Ai, Vi, +), i = 1, 2, 3 — афiннi
простори. Для скорочення записiв вiдтепер позначатимемо прос-
тiр Ai = (Ai, Vi, +) через Ai, тобто записуватимемо лише першу
компоненту трiйки Ai. Так само афiнне вiдображення (f, f̃) буде-
мо позначати f , тим бiльше, що f̃ цiлком визначається вiдобра-
женням f (див. означення 5.1.2). Нагадаємо (приклад 2 п.5.1.2),
що одиничним вiдображенням афiнного простору A називають
пару (1A, 1V ). Якщо f1 : A1 → A2, f2 : A2 → A3 — афiннi вiд-
ображення, то їхнiм добутком називають пару (f2 ◦ f1, f̃2 ◦ f̃1),
яку ми скорочено позначаємо f2 ◦ f1. Оберненим до афiнного вi-
дображення f : A1 → A2 називають вiдображення g : A2 → A1,
для якого g ◦ f = 1A1 , f ◦ g = 1A2 , g̃ ◦ f̃ = 1V1 , f̃ ◦ g̃ = 1V2 . Афiнне
вiдображення f називають iзоморфiзмом, якщо для нього iснує
обернене вiдображення.

Теорема 5.1.2. а) Добуток афiнних вiдображень — афiнне вi-
дображення.

б) Вiдображення, обернене до афiнного вiдображення, афiн-
не.

Доведення. Твердження а) випливає з обчислення: (f2◦f1)(a1)−
(f2 ◦ f1)(a2) = f2(f1(a1)) − f2(f1(a2)) = f̃2(f1(a1) − f1(a2)) =
f̃2(f̃1(a1 − a2)) = (f̃2 ◦ f̃1)(a1 − a2).

б) Нехай (g, g̃) — вiдображення, обернене до (f, f̃), тодi g =
f−1 i g̃ = f̃−1. Вiдображення g̃ обернене до лiнiйного вiдобра-
ження f̃ , тому g̃ лiнiйне. Якщо a′, b′ ∈ A2, то iснують a, b ∈ A1,
f(a) = a′, f(b) = b′. Маємо g(a′) − g(b′) = g(f(a)) − g(f(b)) =
a − b = (g̃ ◦ f̃)(a − b) = g̃(f̃(a − b)) = g̃(f(a) − f(b)) = g̃(a′ − b′).
Отже, (g, g̃) — афiнне вiдображення.
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Наслiдок 5.1.3. ˜f1 ◦ f2 = f̃1 ◦ f̃2.

Доведення. Випливає з означення лiнiйної частини вiдображен-
ня f̃ та з обчислення а).

Теорема 5.1.4. Нехай (f, f̃) — афiнне вiдображення з A1 в A2.
Такi умови еквiвалентнi:

1) (f, f̃) — iзоморфiзм афiнних просторiв;
2) f̃ — iзоморфiзм лiнiйних просторiв;
3) f — бiєктивне вiдображення.

Доведення. Iмплiкацiя 1)⇒2) очевидна.
2) ⇒ 3) Нехай f(a) = f(b). Тодi f(a) − f(b) = f̃(a − b) = 0,

отже, a − b = 0, a = b i f iн’єктивне. Якщо a0 ∈ A, x ∈ V , то
f(a0+x) = f(a0)+f̃(x). За умовою кожен вектор простору V2 має
вигляд f̃(x), тому кожна точка з A2 має вигляд f(a0) + f̃(x) =
f(a0 + x). Отже, f сюр’єктивне.

3) ⇒ 1) Достатньо довести, що f̃ бiєктивне. Маємо

f̃(x) = f(a0 + x)− f(a0),

тому з сюр’єктивностi f випливає сюр’єктивнiсть f̃ (оскiльки
A2 = {f(a0 + x) : v ∈ V1}, то V2 = {f(a0 + x)− (a0) : x ∈ V1}).
Якщо f̃(l) = 0, то f(a0 + l) = f(a0) =⇒ a0 + l = a0 =⇒ l = 0.
Отже, Kerf̃ = 0 i f̃ iн’єктивне.

Теорема 5.1.5. Нехай (A1, V1), (A2, V2) — афiннi простори. Для
кожної пари точок a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 i кожного лiнiйного вiдобра-
ження φ : V1 → V2 iснує єдине афiнне вiдображення f : A1 → A2,
де f(a1) = a2 i f̃ = φ.

Доведення. Iснування. Означимо f(a1 +x) = a2 +φ(x). Оскiльки
A1 = {a1 + x : x ∈ V1}, то маємо вiдображення множини A1 у
множину A2. Тепер f(a1 +x)−f(a1) = f̃((a1 +x)−a1) = f̃(x), а з
iншого боку — f(a1+x)−f(a1) = a2+φ(x)−a2 = (a2−a2)+φ(x) =
φ(x), тобто f̃ = φ. (Зауважимо, що в останньому реченнi два рази
використане твердження 5 теореми 5.1.1.)
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Єдинiсть. Якщо f ′ — афiнне вiдображення, f ′(a1) = a2 i
f̃ ′(x) = φ(x), то f ′(a1 + x) − f ′(a1) = φ(x). Отже, f ′(a1 + x) =
f ′(a1) + φ(x) = a2 + φ(x) = f(a1 + x).

5.1.4. Iзоморфна класифiкацiя афiнних просторiв

Теорема 5.1.6. Афiннi простори (A1, V1, +) i (A2, V2, +) iзо-
морфнi тодi i тiльки тодi, коли iзоморфнi асоцiйованi лiнiйнi
простори V1 i V2.

Доведення. Необхiднiсть випливає з означення iзоморфiзму (п.5.1.3).
Для доведення достатностi зафiксуємо точку a1 ∈ A1 i точку a2 ∈
A2. За теоремою 5.1.5 iснує афiнне вiдображення f : A1 → A2 з
f(a1) = a2, f̃ = φ, де φ — заданий iзоморфiзм V1 i V2. Тепер з те-
ореми 5.1.4 випливає, що f — iзоморфiзм афiнних просторiв.

Наслiдок 5.1.7. Кожний афiнний простiр (A, V, +) iзоморфний
афiнному простору (V, V, +).

Зауваження 5.1.2. Побудований у доведеннi теореми iзоморфiзм
застосуємо до iзоморфних афiнних просторiв (A, V,+) i
(V, V, +) з a1 ∈ A, a2 = 0 ∈ V i φ = 1V . Одержимо iзоморфiзм
f : A → V , для якого f(a1) = 0, f(a1 +x) = x, f̃(x) = x. Коли ка-
жуть, що афiнний простiр — це лiнiйний простiр без фiксованого
початку координат, то йдеться про цей iзоморфiзм.

5.1.5. Афiннi координати

Означення 5.1.4. Нехай (A, V,+) — афiнний простiр. Розмiр-
нiстю простору (A, V, +) називають розмiрнiсть асоцiйованого
лiнiйного простору V .

Означення 5.1.5. Системою афiнних координат афiнного прос-
тору A розмiрностi n називають пару (a0, e), де a0 ∈ A, a0 —
точка, e = (e1, . . . , en) — база асоцiйованого лiнiйного простору.
Координатами точки a ∈ A в цiй системi координат є координати
вектора a− a0 =

∑n
i=1 ξiei.
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Перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

a = a0 +
n∑

i=1

ξiei. (5.1.1)

Координати точки a у фiксованiй системi координат однозначно
визначаються точкою a i навпаки. Тому можна ототожнити ко-
жну точку a ∈ A зi стовпчиком X = (ξ1, . . . , ξn)T її координат у
фiксованiй системi афiнних координат.

Нехай f : A1 → A2 — афiнне вiдображення простору роз-
мiрностi n у простiр розмiрностi m. Виберемо системи коорди-
нат (a0, e) та (a′0, e

′) просторiв A1 i A2. Враховуючи (5.1.1), ма-
ємо f(a) = f(a0) + f̃ (

∑
xiei ). Звiдси одержуємо f(a) − a′0 =(

f(a0) + f̃ (
∑

xiei )
) − a′0. За теоремою 5.1.1 (твердження 5)

маємо

f(a)− a′0 =
(
f(a0)− a′0

)
+ f̃

( n∑

i=1

ξiei

)
. (5.1.2)

Нехай X — стовпчик координат точки a в системi (a0, e), Y —
стовпчик координат точки f(a) в системi (a′0, e

′), Y0 — стовпчик
координат вектора f(a0)−a′0 в базi e′, A — матриця лiнiйного вiд-
ображення f̃ стосовно баз e та e′. Рiвнiсть (5.1.2) можна записати
у виглядi e′Y = e′(Y0 + AX), тому за правилом скорочення

Y = AX + Y0. (5.1.3)

З одержаної рiвностi видно як змiнюються координати точок
афiнного простору при афiнних вiдображеннях.

Аналогiчно змiнюються координати точок афiнного простору
при переходi до iншої системи координат. Справдi, нехай (a0, e),
(a′0, e

′) — двi системи координат афiнного простору A. Тодi маємо
для a ∈ A

a− a0 =
n∑

i=1

ξiei, a− a′0 =
n∑

i=1

ξ′ie
′
i,
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Звiдси

a0 − a′0 =
n∑

i=1

ξ′ie
′
i −

n∑

i=1

ξiei. (5.1.4)

Нехай X — стовпчик координат вектора a − a0 в базi e, X ′ —
стовпчик координат вектора a−a′0 в базi e′, X0 — стовпчик коор-
динат вектора a0−a′0 в базi e′, A — матриця переходу вiд бази e′

до бази e. З рiвностi (5.1.4) одержуємо e′X0 = e′X ′−eX = e′X ′−
e′AX = e′(X ′ −AX), звiдки за правилом скорочення одержуємо
X0 = X ′ −AX або

X ′ = AX + X0. (5.1.5)

Формула (5.1.5) описує зв’язок координат точки афiнного про-
стору в рiзних системах афiнних координат. За своїм виглядом
вона цiлком аналогiчна до формули (5.1.3). Варто зауважити, що
в (5.1.5) на вiдмiну вiд (5.1.3) матриця A обов’язково є квадра-
тною i невиродженою.

5.1.6. Барицентричнi координати

Означення 5.1.6. Нехай {a0, a1, . . . , an}— множина точок афiн-
ного простору A. Кажуть, що множина {a0, . . . , an} є барицент-
ричною системою координат, якщо (a0; a1−a0, . . . , an−a0) є сис-
темою афiнних координат простору A. (Зауважимо, що ai − a0

— вектори).
Якщо ξ1, . . . , ξn — координати точки a в афiннiй системi коор-

динат (a0; a1−a0, . . . , an−a0), то систему чисел λ0 = 1−∑n
i=1 ξi,

λ1 = ξ1, . . . , λn = ξn називають барицентричними координата-
ми точки a в барицентричнiй системi координат {a0, . . . , an}, а
точку a записують у виглядi

a = λ0a0 + λ1a1 + · · ·+ λnan. (5.1.6)

Зауважимо, що в сумi (5.1.6) окремi доданки та їхнi суми не
визначенi, бо ми не маємо операцiй множення точок на скаляри i
додавання точок. За означенням має сенс лише вся сума (5.1.6),
яка дорiвнює точцi a.
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Теорема 5.1.8. Барицентричнi координати точки a в заданiй
системi координат однозначно визначаються точкою a. Навпа-
ки, для будь-якої системи скалярiв λ0, λ1, . . . , λn ∈ P з умовою∑n

i=0 λi = 1 iснує єдина точка a ∈ A, що в заданiй системi
барицентричних координат має своїми барицентричними коор-
динатами скаляри λ0, . . . , λn.

Доведення. Якщо λ0, . . . , λn i λ′0, . . . , λ
′
n — барицентричнi коор-

динати точки a ∈ A в системi {a0, a1, . . . , an}, то λi = λ′i, 1 ≤ i ≤
n, тому що λi та λ′i для 1 ≤ i ≤ n є координатами вектора a−a0 в
базi a1−a0, . . . , an−a0. Тому i λ0 = 1−∑n

i=1 λi = 1−∑n
i=1 λ′i = λ′0.

Навпаки, якщо задано систему скалярiв λ0, λ1, . . . , λn з умо-
вою

∑n
i=0 λi = 1, i {a0, . . . , an} — зафiксована барицентрична

система координат, то поставимо у вiдповiднiсть цiй системi то-
чку a = a0 +

∑n
i=1 λi(ai − a0). За означенням λ0 = 1 −∑n

i=1 λi,
λ1, . . . , λn — барицентричнi координати точки a.

З теореми 5.1.9 видно, що афiннi вiдображення переводять
барицентричнi комбiнацiї точок афiнного простору в барицен-
тричнi комбiнацiї з тими самими коефiцiєнтами образiв цих то-
чок. Крiм того, кожне афiнне вiдображення цiлком визначається
образами будь-якої барицентричної системи координат.

Теорема 5.1.9. 1. Нехай f : A1 → A2 — афiнне вiдображення,
{a0, a1, . . . , an} барицентрична система координат в A1. Тодi
f
(∑n

i=0 ξiai

)
=

∑n
i=0 ξif(ai), якщо

∑n
i=0 ξi = 1.

2. Якщо {a0, a1, . . . , an} — барицентрична система коорди-
нат афiнного простору A1 i b0, b1, . . . , bn ∈ A2, то iснує єди-
не афiнне вiдображення f : A1 → A2, що переводить ai в bi,
0 ≤ i ≤ n.
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Доведення.

1.f
( n∑

i=0

ξiai

)
= f

(
a0 +

n∑

i=1

ξi(ai − a0)
)

= f(a0) + f̃
( n∑

i=1

ξi(ai − a0)
)

=

= f(a0) +
n∑

i=1

ξif̃(ai − a0) = f(a0) +
n∑

i=1

ξi

(
f(ai)− f(a0)

)
=

=
n∑

i=0

ξif(ai).

2. За теоремою 5.1.8 кожну точку простору A1 можна одно-
значно записати у виглядi

∑n
i=0 ξiai, де

∑n
i=0 ξi = 1. Означимо

f : A1 → A2 формулою f
(∑n

i=0 ξiai

)
=

∑n
i=0 ξibi. Перевiримо,

що f — афiнне вiдображення. Нехай
∑n

i=0 λi =
∑n

i=0 µi = 1. Ма-
ємо

f
(∑n

i=0 λiai

)− f
(∑n

i=0 µiai

)
=

∑n
i=0 λif(ai)−

∑n
i=0 µif(ai) =

= f(a0) +
∑n

i=1 λi(f(ai)− f(a0))−
(
f(a0) +

∑n
i=1 µi(f(ai)− f(a0))

)
= b0 +

∑n
i=1 λi(bi − b0)−

(
b0 +

∑n
i=1 µi(bi − b0)

)
=

= (b0 − b0) +
∑n

i=1 λi(bi − b0)−
∑n

i=1 µi(bi − b0) =
=

∑n
i=1(λi − µi)(bi − b0) = f̃

(∑n
i=0 λiai −

∑n
i=0 µiai

)
,

де f̃ — лiнiйне вiдображення, що переводить вектори бази a1 −
a0, . . . , an− a0 у вектори b1− b0, . . . , bn− b0. Єдинiсть f випливає
з єдиностi f̃ (див. теор.2.1.1 б)) та з означення 5.1.2 Теорема
доведена.

Зауваження 5.1.3. Приємною властивiстю барицентричних
координат є те, що афiннi вiдображення переводять барицентри-
чнi лiнiйнi комбiнацiї точок у барицентричнi лiнiйнi комбiнацiї їх
образiв з тими самими коефiцiєнтами.

Барицентричнi координати мають важливi застосування в
деяких роздiлах математики та механiки. Наприклад, в алге-
бричнiй топологiї важливим поняттям є поняття прямолiнiйно-
го p-симплекса, який означають так: нехай a0, a1, . . . , ap — такi



116 Роздiл 5. Афiннi та проективнi простори

точки афiнного простору Rn, що вектори a1 − a0, . . . , ap − a0 лi-
нiйно незалежнi. Тодi множину всiх барицентричних комбiнацiй∑p

i=0 λiai,
∑p

i=0 λi = 1, λi ≥ 0, 0 ≤ i ≤ p називають прямолi-
нiйним p-симплексом. 0-симплекс є точкою, 1-симплекс — вiдрiз-
ком, 2-симплекс — трикутником, 3-симплекс — тетраедром i т.д.
p-симплекси є “цеглинами”, з яких будуються основнi поняття
алгебраїчної топологiї: комплекси та полiедри.

У механiцi барицентрична лiнiйна комбiнацiя
∑

i λiai тракту-
ється як точка “центру мас” λi, розташованих в точках ai.

5.2. Афiннi пiдпростори

5.2.1. Означення

Нехай B — непорожня множина точок афiнного простору (A, V,+).
Цю множину називають афiнним пiдпростором в A, якщо:

1). множина L = {b1 − b2 ∈ V | b1, b2 ∈ B} є пiдпростором
лiнiйного простору V ;

2). b + l ∈ B для будь-яких l ∈ L i b ∈ B.
Розмiрнiстю афiнного пiдпростору B називають розмiрнiсть

лiнiйного пiдпростору L i позначають її dimB.
З означення афiнного пiдпростору випливає, що множина то-

чок B — це множина b0 + L, яка складається з усiх сум b0 + l,
де b0 — фiксована точка, а l ∈ L. Справдi, включення b0 +L ⊂ B
очевидне, i, якщо b ∈ B, то b−b0 = l ∈ L, тому b = b0 + l ∈ b0 +L.

Легко перевiрити, що трiйка (b0+L,L, +) задовольняє усi три
аксiоми з означення афiнного простору, тому афiнний пiдпростiр
є афiнним простором.

Якщо V — лiнiйний простiр, то, як ми знаємо (наслiдок 5.1.7),
кожний афiнний простiр (A, V, +) iзоморфний афiнному просто-
ру (V, V, +). Можемо описати всi афiннi пiдпростори афiнного
простору (V, V,+). Якщо B — афiнний пiдпростiр (B, L,+), то
B = a0 +L, де a0 — фiксований вектор, L — пiдпростiр лiнiйного
простору V . Отже, афiннi пiдпростори можна охарактеризувати
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Рис. 5.2.2. Пiдпростiр двовимiрного афiнного простору

як “зсуви” на фiксованi вектори пiдпросторiв лiнiйного просто-
ру V .

5.2.2. Паралельнiсть

Означення 5.2.1. Афiннi пiдпростори (B1, L1, +) i (B2, L2, +)
називають паралельними, якщо L1 ⊂ L2 або L2 ⊂ L1.

З означення випливає, що два афiннi пiдпростори однакової
розмiрностi є паралельними, якщо асоцiйованi з ними лiнiйнi пiд-
простори однаковi.

Означення 5.2.2. Перетином двох афiнних пiдпросторiв
(B1, L1, +) i (B2, L2,+) називають трiйку (B1 ∩B2, L1 ∩ L2, +).

Якщо B1 ∩B2 6= ∅, то перетин є афiнним пiдпростором з асо-
цiйованим лiнiйним простором L1 ∩ L2. З п.5.2.1 ми знаємо, що
для афiнного пiдпростору (B,L, +) афiнного простору (A, V,+)
множина B має вигляд b + L, де b — будь-який фiксований еле-
мент множини B. Використаємо це зауваження для доведення
такої теореми.
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Теорема 5.2.1. Нехай (B1, L1,+) та (B2, L2, +) — афiннi пiд-
простори простору (A, V,+), dimB1 ≤ dimB2. Тодi

1. якщо B1 i B2 — паралельнi, L1 ⊂ L2, то або B1 ∩ B2 = ∅
або B1 ⊂ B2;

2. B1 i B2 — паралельнi тодi i тiльки тодi, коли iснує вектор
l ∈ V з властивiстю B1 + l ⊂ B2.

Доведення. 1. Якщо B1 ∩ B2 6= ∅, то iснує b ∈ B1 ∩ B2. Тодi
B1 = b + L1, B2 = b + L2 i B1 ⊂ B2, тому що L1 ⊂ L2.

2. (⇒) B1 = b1 + L1, B2 = b2 + L2. Нехай b2 = b1 + l. B1 + l =
b1 + L1 + l = b1 + l + L1 = b2 + L1 ⊂ b2 + L2 = B2.

(⇐) Якщо B1 + l ⊂ B2, то L1 = {b1 − b′1 | b1, b
′
1 ∈ B1} =

{(b1 + l) − (b′1 + l) | b1, b
′
1 ∈ B1} ⊂ {b2 − b′2 | b2, b

′
2 ∈ B2} ⊂ L2,

тобто B1 i B2 паралельнi.

5.2.3. Афiннi оболонки

Ми знаємо, що кожний пiдпростiр лiнiйного простору V є лiнiй-
ною оболонкою деякої системи векторiв. Лiнiйну оболонку систе-
ми векторiв можна охарактеризувати як перетин всiх пiдпросто-
рiв простору V , що мiстять всi вектори системи. Введемо анало-
гiчнi поняття для афiнних пiдпросторiв.

Означення 5.2.3. Нехай S ⊂ A — пiдмножина точок афiнно-
го простору A. Найменший афiнний пiдпростiр, що мiстить всi
точки з S (тобто перетин всiх пiдпросторiв, що мiстять S) нази-
вають афiнною оболонкою множини S.

Теорема 5.2.2. Афiнна оболонка множини S дорiвнює множи-
нi всiх барицентричних комбiнацiй елементiв з S:

S̃ =
{ n∑

i=1

λisi |
n∑

i=1

λi = 1
}

,

де {s1, . . . , sn} ⊂ S – всi можливi скiнченнi пiдмножини мно-
жини S.
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Доведення. Нагадаємо, що барицентрична лiнiйна комбiнацiя
∑n

i=1 λisi

— це за означенням точка s1+
∑n

i=2 λi(si−s1). Вважатимемо, що
деяка фiксована точка s1 ∈ S входить у кожну барицентричну
комбiнацiю

∑n
i=1 λisi; якщо s1 не входить в деяку барицентричну

комбiнацiю, то дописуємо s1 з коефiцiєнтом λ1 = 0.
Нехай L — лiнiйна оболонка системи векторiв {si − s1 | si ∈

S}. Перевiримо, що (S̃, L, +) — афiнний пiдпростiр. Рiзниця двох
барицентричних комбiнацiй

∑n
i=1 λisi−

∑n
i=1 µisi є за означенням

рiзницею точок

(
s1+

n∑

i=2

λi(si−s1)
)−(

s1+
n∑

i=2

µi(si−s1)
)

=
n∑

i=2

(λi−µi)(si−s1) ∈ L

(тут не виключається випадок, коли деякi λi або µj дорiвнюють
нулевi, тому записуємо двi барицентричнi комбiнацiї у виглядi
суми однакової кiлькостi доданкiв). Отже, першу умову з озна-
чення афiнного пiдпростору перевiрено. Перевiримо другу

n∑

i=1

λisi +
n∑

i=2

µi(si − s1) =

= s1 +
n∑

i=2

λi(si−s1)+
n∑

i=2

µi(si−s1) = s1 +
n∑

i=2

(λi +µi)(si−s1) =

= (λ1 −
n∑

i=2

µi)s1 +
n∑

i=2

(λi + µi)si ∈ S̃.

Ми перевiрили, що (S̃, L, +) — афiнний пiдпростiр. Нехай B
— будь-який афiнний пiдпростiр, для якого S ⊂ B. Тодi асоцiйо-
ваний з ним лiнiйний простiр мiстить всi вектори si − s1, отже,
мiстить L. Нарештi, B мiстить точку s1, отже, мiстить i всi точки
вигляду s1 +

∑n
i=2 λi(si − s1) =

∑n
i=1 λisi, тому S̃ ⊂ B. Теорему

доведено.

Так само, як i у випадку лiнiйних пiдпросторiв, кожний афiн-
ний пiдпростiр є афiнною оболонкою деякої системи точок. Якщо B
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— афiнний пiдпростiр афiнного простору (A, V,+), то B = b0 +
L, де b0 ∈ B, а L — пiдпростiр лiнiйного простору V . Нехай
e1, . . . , em — база L. Розглянемо точки b1 = b0 + e1, . . . , bm =
b0 + em. Тодi кожна точка b = b0 +

∑m
i=1 λiei є барицентричною

комбiнацiєю точок b0, . . . , bm: b =
∑m

i=0 λibi, де λ0 = 1−∑m
i=1 λi.

Афiнна оболонка однiєї точки a0 збiгається з цiєю точкою: це
афiнний пiдпростiр розмiрностi 0, афiнна оболонка двох точок є
прямою, афiнна оболонка трьох точок є площиною, якщо цi три
точки a0, a1, a2 такi, що вектори a1−a0, a2−a0 лiнiйно незалежнi.

5.2.4. Задання пiдпросторiв системами лiнiйних рiв-
нянь

Твердження 5.2.3. Нехай f : A1 → A2 — афiнне вiдображення,
B1 ⊂ A1, B2 ⊂ f(A2) — афiннi пiдпростори. Тодi f(B1) ⊂ A2 i
f−1(B2) ⊂ A1 — афiннi пiдпростори.

Доведення. Нехай B1 — афiнна оболонка системи точок
a0, . . . , am. Тодi f(B1) є афiнною оболонкою точок f(a0), . . . , f(am),
бо афiнне вiдображення переводить барицентричнi комбiнацiї то-
чок у барицентричнi комбiнацiї їх образiв за теоремою 5.1.9, а
афiнна оболонка, як ми знаємо, — афiнний пiдпростiр.

Якщо (B2, L2,+) — афiнний пiдпростiр в A2, то B2 = b2 +L2,
де b2 — деякий фiксований елемент з B2. Нехай c ∈ A1, f(c) = b2 i
нехай M = f̃−1(L2). Тодi M — лiнiйний пiдпростiр лiнiйного про-
стору асоцiйованого з простором A1 i c+M — афiнний пiдпростiр
простору A1, c + M = f−1(B2). Звертаємо увагу на те, що тут
f̃−1(L2) та
f−1(B2) означають повнi прообрази L2 та B2.

Означення 5.2.4. Нехай A — афiнний простiр над полем P .
Афiнне вiдображення f : A → P називають афiнною функцiєю.
Якщо α ∈ P , то {α} — афiнний пiдпростiр простору P з асоцi-
йованим лiнiйним простором {0}. f−1(α) називають множиною
рiвня афiнної функцiї f . За попереднiм твердженням множина
рiвня є афiнним пiдпростором простору A.
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Теорема 5.2.4. Нехай f1, . . . , fn — афiннi функцiї на афiнному
просторi A. Тодi множина B = {a ∈ A | f1(a) = · · · = fn(a) =
0} є афiнним пiдпростором в A. Якщо A — скiнченновимiрний
афiнний простiр, то кожний його афiнний пiдпростiр має та-
кий вигляд.

Доведення. Множина B є перетином множин рiвня афiнних фун-
кцiй f1, . . . , fn. Кожна множина рiвня є афiнним пiдпростором,
а перетин афiнних пiдпросторiв є афiнним пiдпростором.

Нехай (B,L, +) — непорожнiй афiнний пiдпростiр афiнного
простору (A, V, +). Знайдеться точка b0 ∈ B, для якої B = b0+L.
Пiдпростiр L можна задати системою лiнiйних рiвнянь g1 = · · · =
gm = 0: як g1, . . . , gm можна, наприклад, взяти елементи будь-
якої бази пiдпростору L⊥ = {g ∈ V ∗ | g(l) = 0 ∀l ∈ L}. Роз-
глянемо афiннi функцiї f : A → P , де fi(b0) = 0, fi(b0 + v) =
gi(v), 1 ≤ i ≤ m. Такi функцiї iснують за теоремою 5.1.5. Зро-
зумiло, що афiнний пiдпростiр B описується системою рiвнянь
f1 = · · · = fm = 0, тобто b ∈ B тодi й лише тодi, коли fi(b) = 0
для всiх 1 ≤ i ≤ m.

5.2.5. Лiнiйне програмування та випуклi многогран-
ники

Нехай A — афiнний простiр над полем дiйсних чисел R;

f1, . . . , fm, f : A → R

— афiннi лiнiйнi функцiї. Розглянемо таку задачу: знайти точки
a ∈ A, для яких f1(a) ≥ 0, . . . , fn(a) ≥ 0, а f(a) набуває макси-
мального (мiнiмального) значення. Задачi такого типу є основ-
ними в роздiлi математики, що має назву лiнiйне програмуван-
ня, де дослiджують задачi на складення оптимальної програми
(плану) дiй. Ось один приклад такої задачi. Нехай маємо пiдпри-
ємство, що виробляє n типiв продукцiї. Потрiбно скласти план
(x1, . . . , xn) випуску продукцiї, де xi означає кiлькiсть одиниць
продукцiї i-го типу, яку планують випустити. Для виробництва



122 Роздiл 5. Афiннi та проективнi простори

використовують сировину; нехай пiдприємство використовує m
типiв сировини, нехай воно не може використати бiльше нiж bi

одиниць сировини типу i. Якщо для виробництва одиницi про-
дукцiї типу j треба αij сировини типу i, то план (x1, . . . , xn) по-
винен задовольняти такi умови:

{∑n
j=1 αijxj − bi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,

xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n.
(5.2.1)

Якщо cj — цiна одиницi продукцiї типу j, то найвигiднiшим
планом (x1, . . . , xn) буде той, для якого функцiя

c1x1 + · · ·+ cnxn (5.2.2)

набуває найбiльшого значення.
Задача, що полягає в знаходженнi розв’язкiв системи нерiв-

ностей (5.2.1), для яких функцiя (5.2.2) набуває найбiльшого зна-
чення є частковим випадком задачi сформульованої на початку
цього пункту. (Зауважимо, що всi нерiвностi в (5.2.1) можуть
бути зведенi до вигляду fi(τ) ≥ 0 домноженням, якщо треба
на −1.) Цю задачу можна назвати задачею планування виробни-
цтва. Для розв’язання цiєї та iнших задач у лiнiйному програ-
муваннi розробляють вiдповiднi алгоритми, якi грунтуються на
властивостях афiнних просторiв над полем дiйсних чисел. Най-
простiшi приклади властивостей такого типу наведенi у вправах
до цього роздiлу. Дамо означення деяких понять, якi використо-
вують при формулюваннi та розв’язуваннi цих вправ. (За реко-
мендацiями до розв’язкiв можна звернутися до книги [?], част. 3,
§4. Про iншi задачi лiнiйного програмування можна прочитати
у [?], розд. 8).

Пiвпростором афiнного простору A називають множину то-
чок вигляду {a ∈ A | f(a) ≥ 0}, де f — нестала афiнно-лiнiйна
функцiя. Многогранником називають перетин скiнченного числа
пiвпросторiв. Пiдмножину S ⊂ A називають опуклою, якщо з
a1, a2 ∈ S i 0 ≤ λ ≤ 1 випливає, що λ1 + (1 − λ)a2 ∈ S. Легко
переконатися, що пiвпростори та многогранники опуклi. Точку
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λa1 + (1 − λ)a2, де 0 < λ < 1, називають внутрiшньою точкою
вiдрiзка з кiнцями a1 i a2.

Якщо S — опукла множина, то опуклу множину T ⊂ S нази-
вають гранню S, якщо кожний вiдрiзок з кiнцями в S, деяка вну-
трiшня точка якого належить до T , весь належить до T . Грань S,
що складається з однiєї точки, називають вершиною S.

5.3. Поверхнi другого порядку

5.3.1. Квадратичнi функцiї

Означення 5.3.1. Квадратичною функцiєю Q в афiнному прос-
торi (A, V ) над полем P називають вiдображення Q : A → P , для
якого iснують такi точка a0 ∈ A, квадратична форма q : V → P ,
лiнiйна форма l : V → P i константа c ∈ P , що

Q(x) = q(x− a0) + l(x− a0) + c

для всiх x ∈ A.

Зрозумiло, що Q(a0) = c. Форму q називають квадратичною
частиною функцiї Q, а форму l — її лiнiйною частиною. Вва-
жатимемо, що char P 6= 2.

Твердження 5.3.1. Якщо Q(x) = q(x − a0) + l(x − a0) + c, то
для довiльної iншої точки a′0 ∈ A маємо

Q(x) = q(x− a′0) + l′(x− a′0) + c′,

де
l′(v) = l(v) + 2A(v, a′0 − a0), c′ = Q(a′0), (5.3.1)

A — симетрична бiлiнiйна форма, вiдповiдна квадратичнiй фор-
мi q.

Доведення. q(x−a0) = q((x−a′0)+(a′0−a0)) = q(x−a′0)+2A(x−
a′0, a

′
0 − a0) + q(a′0 − a0), l(x − a0) = l ((x − a′0) + (a′0 − a0) ) =

l(x− a0) + l(a′0− a0). Звiдси Q(x) = q(x− a′0) + l(x− a′0) + 2A(x−
a′0, a

′
0 − a0) + c′, де c′ = q(a′0 − a0) + l(a′0 − a0) + c = Q(a′0), що i

треба було довести.
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Виберемо базу a0, . . . , an афiнного простору A. Нехай e1 =
a1 − a0, . . . , en = an − a0 — вiдповiдна база лiнiйного просто-
ру V , [αij ] — матриця квадратичної форми q в базi e1, . . . , en i
(β1, . . . , βn) — матриця гомоморфiзму l : V → P . Тодi квадрати-
чну функцiю Q(x) в цiй базi можна записати у виглядi

Q(x) =
∑

αijξiξj +
∑

βiξi + γ, (5.3.2)

де ξi — координати вектора x− a0 в базi e1, . . . , en.

5.3.2. Центр квадратичної функцiї

Означення 5.3.2. Точку a0 ∈ A називають центральною для
квадратичної функцiї Q(x) = q(x − a0) + l(x − a0) + c, якщо
l(x− a0) = 0.

Зауважимо, що точка a0 — центральна для Q(x) тодi й ли-
ше тодi, коли Q(x) = Q(a0 − (x − a0)), тобто коли квадрати-
чна функцiя Q набуває однаковi значення на точках афiнного
простору A, симетричних стосовно точки a0. Справдi, оскiльки
Q(a0− (x−a0)) = q(a0− (x−a0)−a0)+ l(a0− (x−a0)−a0)+ c =
q(−(x − a0)) − l(x − a0) + c та q(x − a0) = q(−(x − a0)), то
Q(x−a0) = Q(a0−(x−x0)) ⇔ l(x−a0) = −l(x−a0) ⇔ l(x−a0) = 0.

Означення 5.3.3. Центром квадратичної функцiї називають
множину її центральних точок.

Теорема 5.3.2 дає вiдповiдь на запитання, яким може бути
центр.

Теорема 5.3.2. а) Якщо квадратична частина q функцiї Q не-
вироджена, то центр Q складається з єдиної точки.

б) Якщо квадратична частина q вироджена, то центр Q або
порожнiй, або є афiнним пiдпростором (B,L) простору (A, V ),
де dimL = dimV − rank q, а L = Ker q = {l ∈ V | A(l, v) =
0 ∀v ∈ V }.
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Доведення. Точка a′0 є центральною для квадратичної функцiї
Q(x) = q(x − a0) + l(x − a0) + c тодi й лише тодi, коли l(v) =
−2A(v, a′0−a0). Це випливає з рiвностi (5.3.1) у твердженнi 5.3.1.
Отже, умова

A(v, a′0 − a0) = −1
2
l(v) (5.3.3)

є критерiєм належностi точки a′0 до центру. Якщо у бiлiнiйнiй
формi A(v, w) зафiксувати один з аргументiв v або w, то одержи-
мо лiнiйну форму вiд iншого аргумента. Це дає змогу розглянути
гомоморфiзм φ : V → V ∗, який вектору w ∈ V ставить у вiдпо-
вiднiсть лiнiйну форму φw, для якої φw(v) = A(v, w). Якщо q
(тобто A) невироджена, то φ є iзоморфiзмом V i V ∗. Зокрема,
для лiнiйної форми −1

2 l(v) iснує єдиний вектор w, для якого
φw(v) = −1

2 l(v). Якщо a′0 довiльна точка афiнного простору A,
то a′0 − a0 – довiльний вектор лiнiйного простору V . Тому iснує
єдина точка a′0, для якої

φa′0−a0
(v) = A(v, a′0 − a0) = −1

2
l(v),

тобто для точки a′0 виконаний критерiй (5.3.3) належностi до
центра.

Нехай квадратична частина q вироджена. Якщо −1
2 l(v) не

лежить в образi φ, то центральних точок немає, оскiльки тодi рiв-
нiсть (5.3.3) не виконується для жодної точки a′0. Якщо −1

2 l(v) ∈
Im, φ, то центральнi точки iснують, нехай a′0 — одна з них. Пере-
вiримо, що a′′0 — центральна точка тодi й лише тодi, коли a′′0−a′0 ∈
Ker q. Якщо a′′0 — центральна, то A(v, a′′0 − a0) = A(v, a′0 − a0) =
−1

2 l(v), тому A(v, a′′0 − a′0) = 0 для всiх v ∈ V i a′′0 − a′0 ∈ Ker q.
Якщо a′′0 = a′0 + w, де w ∈ Ker q, то A(v, a′′0 − a0) = A(v, a′0− a0 +
w) = A(v, a′0 − a0) +A(v, w) = A(v, a′0 − a0) = −1

2 l(v), отже, a′′0 —
центральна. Множиною центральних точок є афiнний пiдпростiр
a′0 + Kerq, асоцiйованим лiнiйним простором якого є Ker q.

Приклад 5.3.1. Критерiй центральної точки (5.3.3) дає змогу
обчислювати центр. Якщо ми виберемо координатну систему
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a0, . . . , an, то квадратична функцiя запишеться у виглядi (5.3.2),
а критерiй (5.3.3) — у виглядi

(ξ1, . . . , ξn)A




ξ0
1
...
ξ0
n


 = −1

2

n∑

i=1

βiξi,

або
n∑

i=1

( n∑

j=1

αijξ
0
j

)
ξi = −1

2

n∑

i=1

βiξi.

Звiдси отримуємо систему рiвнянь для координат ξ0
1 , . . . , ξ

0
n цен-

тральних точок
∑n

j=1 αijξ
0
j = −βi

2 , 1 ≤ i ≤ n.
Розглянемо конкретнi приклади.
1. Q(ξ1, ξ2) = ξ2

1 +4ξ1ξ2 +ξ2
2 +4ξ1−2ξ2 +5. Координати точок

центру задовольняють системi
{

ξ0
1 + 2ξ0

2 = −2,

2ξ0
1 + ξ0

2 = 1.

Тут центр складається з єдиної точки з координатами (4
3 ,−5

3).
2. Q(ξ1, ξ2, ξ3) = ξ2

1+ξ2
2−2ξ3. Система рiвнянь для координат

центральних точок така:




ξ1 = 0,

ξ2 = 0,

0 = 1.

Ця система несумiсна, тому центр в цьому випадку порожнiй.
3. Q(ξ1, ξ2, ξ3) = ξ2

1 + 4ξ2
2 + ξ2

3 + 4ξ1ξ2 − 2ξ1ξ3 − 4ξ2ξ3 + 2ξ1 +
4ξ2 − 2ξ3. Запишемо систему рiвнянь для координат централь-
них точок 




ξ0
1 + 2ξ0

2 − ξ0
3 = −1,

2ξ0
1 + 4ξ0

2 − 2ξ0
3 = −2,

−ξ0
1 − 2ξ0

2 + ξ0
3 = 1.
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Загальним розв’язком цiєї системи є (−1, 0, 0) + λ1(−3, 1, 0) +
λ2(0, 0, 1), де λ1, λ2 ∈ P . Тут центральнi точки становлять
двовимiрний простiр (афiнну площину).

5.3.3. Зведення квадратичних функцiй до канонiчно-
го вигляду

Теорема 5.3.3. Нехай Q — квадратична функцiя в афiнному
просторi A. Iснує така афiнна система координат в просто-
рi A, в якiй Q має такий вигляд:

1) якщо q невироджена, то Q(ξ1, . . . , ξn) =
∑n

i=1 λiξ
2
i + c,

λi, c ∈ P ;
2) якщо q вироджена рангу r i центр Q непорожнiй, то

Q(ξ1, . . . , ξn) =
r∑

i=1

λiξ
2
i + c, λi, c ∈ P ;

3) якщо q вироджена рангу r i центр Q порожнiй, то

Q(ξ1, . . . , ξn) =
r∑

i=1

λiξ
2
i + ξn, λi ∈ P.

Доведення. Нехай Q має непорожнiй центр. Виберемо в просто-
рi A афiнну систему координат a0, e1, . . . , en, де a0 — центральна
точка, а e1, . . . , en — база, в якiй квадратична форма q(x − a0)
зводиться до канонiчного вигляду. Тодi

Q(x) = q(x− a0) + c =
r∑

i=1

λiξ
2
i + c,

де r = n, якщо q невироджена, i r < n в iншому випадку.
Залишається розглянути випадок, коли центр Q порожнiй.

Знову беремо афiнну систему координат a0, e1, . . . , en, в якiй ква-
дратична форма q(x − a0) зводиться до канонiчного вигляду. В
цiй системi координат маємо

Q(x) =
r∑

i=1

λiξ
2
i +

n∑

i=1

βiξi + c.
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Виконаємо замiну ξ′i = ξi + βi

2λi
для 1 ≤ i ≤ r, ξ′i = ξi для

r + 1 ≤ i ≤ n (це вiдповiдає переходу до системи координат
a′0, e1, . . . , en, що одержується з попередньої замiною точки a0

точкою a′0). Одержимо

Q(x) =
r∑

i=1

λiξ
′2
i +

n∑

i=r+1

βiξ
′
i + c′.

У цьому виразi справа знайдеться коефiцiєнт βi, який не дорiв-
нює нулевi, бо в iншому випадку точка a′0 була б центральною,
а центр у цьому випадку порожнiй. Не зменшуючи загальностi,
можемо вважати, що βn 6= 0. Тодi пiсля виконання невиродже-
ного афiнного перетворення змiнних ξ′′i = ξ′i для 1 ≤ i ≤ n − 1 i
ξ′′n =

∑n
i=r+1 βiξ

′
i + c′ (що рiвносильно переходу до нової системи

афiнних координат) одержимо

Q(x) =
r∑

i=1

λiξ
′′2
i + ξn.

Теорему доведено.

5.3.4. Афiнна класифiкацiя кривих другого порядку

Кривою другого порядку назвемо множину точок {x ∈ A |
Q(x) = 0}, де Q — квадратична функцiя в афiнному просторi A
розмiрностi 2. З теореми 5.3.3 випливає, що iснує база, в якiй
рiвняння кривої другого порядку має один з трьох виглядiв:

I) λ1ξ
2
1 + λ2ξ

2
2 + a = 0;

II) λ1ξ
2
1 + a = 0;

III) λ1ξ
2
1 + ξ2 = 0.

Якщо ми маємо криву другого порядку над полем дiйсних
чисел R (випадок, який вивчають у курсi аналiтичної геометрiї),
то у випадку I) маємо:

1)елiпс, якщо a 6= 0, λ1 i λ2 мають однаковi знаки, протилежнi
знаку a;

2) гiперболу, якщо a 6= 0, λ1 i λ2 мають протилежнi знаки;
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3) уявний елiпс, якщо a 6= 0, λ1, λ2 i a мають однаковi знаки;
4) вироджений елiпс, якщо a = 0, λ1 i λ2 мають однаковi

знаки;
5)пара прямих, що перетинаються, якщо a = 0, λ1 i λ2 мають

протилежнi знаки.
У випадку II) маємо:
6) пара паралельних прямих, якщо a 6= 0, λ1 i a мають про-

тилежнi знаки;
7) пара уявних прямих, якщо a 6= 0, λ1 i a мають однаковi

знаки;
8) подвiйна пряма, якщо a = 0.
Зрештою, у випадку III):
9) парабола.

5.3.5. Афiнна класифiкацiя поверхонь другого по-
рядку

Поверхнею другого порядку називають множину точок {x ∈ A |
Q(x) = 0}, де Q — квадратична функцiя в афiнному просторi A
розмiрностi 3. З теореми 5.3.3 випливає, що iснує база, в якiй
рiвняння поверхнi має один з таких п’яти виглядiв.

Поверхнi з непорожнiм центром:
I) λ1ξ

2
1 + λ2ξ

2
2 + λ3ξ

2
3 + a = 0;

II) λ1ξ
2
1 + λ2ξ

2
2 + a = 0;

III) λ1ξ
2
1 + a = 0.

Поверхнi з порожнiм центром
IV) λ1ξ

2
1 + λ2ξ

2
2 + ξ3 = 0,

V) λ1ξ
2
1 + ξ3 = 0

Розглянемо випадок поверхонь над полем дiйсних чисел. Мож-
ливi такi випадки:

1) елiпсоїд (a 6= 0, λ1, λ2, λ3 мають однаковi знаки, а знак a
протилежний до знакiв λi);

2) уявний елiпсоїд (a 6= 0, λ1, λ2, λ3, a мають однаковi знаки);
3) вироджений елiпсоїд (a = 0, λ1, λ2, λ3 мають однаковi зна-

ки);
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4) однопорожнинний гiперболоїд (a 6= 0, знаки λ1, λ2 однаковi
та протилежнi до знакiв λ3 i a);

5) двопорожнинний гiперболоїд (a 6= 0, знаки λ1, λ2, a одна-
ковi i протилежнi знаку λ3),

6) конус (a = 0, знаки λ1, λ2 однаковi i протилежнi знаку λ3);
7) елiптичний цилiндр (a 6= 0, λ1, λ2 мають однаковi знаки

протилежнi знаку a);
8) уявний цилiндр (a 6= 0, λ1, λ2, a мають однаковi знаки);
9) гiперболiчний цилiндр (a 6= 0 λ1, λ2 < 0);
10) вироджений цилiндр (a = 0, λ1, λ2 > 0);
11) пара площин, якi перетинаються (a = 0, λ1, λ2 < 0);
12) пара паралельних площин (a 6= 0, λ1a < 0);
13) уявна пара площин (a 6= 0; λ1a > 0);
14) пара площин, якi збiгаються (a = 0);
15) елiптичний параболоїд (λ1λ2 > 0);
16) гiперболiчний параболоїд (“сiдло”) (λ1λ2 < 0);
17) параболiчний цилiндр.

Зауваження 5.3.1. Чому ми говоримо про афiнну класифiкацiю
(кривих) поверхонь? Справа в тому, що рiвняння кожної поверх-
нi в пiдходящiй системi координат набуває лише одного з виг-
лядiв I)–V). Це випливає з того, що ранг квадратичної форми
та властивiсть мати або не мати центральної точки не залежить
вiд вибору системи координат. Дальше розбиття типiв I)–V) на
17 пiдтипiв 1)–17) вiдбувається за допомогою аналiзу всiляких
можливих наборiв знакiв для коефiцiєнтiв λi (тобто аналiзу си-
гнатур вiдповiдних квадратичних форм). Закон iнерцiї гарантує,
що сигнатура не залежить вiд вибору бази, тому рiзнi сигнатури
не можуть вiдповiдати тiй самiй квадратичнiй формi. Це й озна-
чає, що рiвняння поверхнi другого порядку зводиться до одного
й лише одного з типiв 1)–17). Аналогiчно розглядається випадок
кривих другого порядку.

Зауваження 5.3.2. Якщо у випадку квадратичних функцiй в
афiнних просторах (A, V ) над полем дiйсних чисел обмежити-
ся лише розглядом ортонормованих систем координат (тобто си-
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стем a0, e1, . . . , en, де e1, . . . , en — ортонормована база лiнiйного
простору V i a0 ∈ A), то теорема п.5.3.3 залишається в силi.
Зберiгається також класифiкацiя кривих як у п.5.3.4 i класифi-
кацiя поверхонь як у цьому пунктi. У цiй ситуацiї говорять про
ортогональну класифiкацiю кривих i поверхонь.

5.4. Проективнi простори

5.4.1. Означення та приклади

Означення 5.4.1. Нехай V — лiнiйний простiр над полем P ,
dim V = n, n ≥ 1. Проективним простором P(V ), породженим
лiнiйним простором V називають множину всiх одновимiрних
пiдпросторiв простору V .

Розмiрнiстю проективного простору P(V ) називають число
n−1. Розмiрнiсть P(V ) позначають через dimP(V ). Отже, dimP(V ) =
dimV − 1.

Кожний одновимiрний пiдпростiр L простору V цiлком виз-
начається заданням будь-якого ненульового вектора a ∈ L. Всi
iншi вектори з L мають вигляд λa, де λ ∈ P . Тому проектив-
ний простiр P(V ) може ще бути означений як фактор-множина
(V \∅)/ ∼, де ∼ — вiдношення еквiвалентностi: a ∼ a′ ⇔ a′ = λa,
де λ ∈ P , λ 6= 0, а елементами проективного простору P(V )
є вiдповiднi цьому вiдношенню еквiвалентностi сумiжнi класи.
Елементи проективного простору будемо називати точками. За-
уважимо, що точка проективного простору P(V ) за означенням
пряма в просторi V .

Приклад 5.4.1. 1. Якщо dim V = 1, то P(V ) складається з
одного елемента. dim P(V ) = 0.

2. Нехай V = Pn+1, де P — поле. Елементами проективного
простору P(V ) = P(Pn+1) є сумiжнi класи, якi позначаємо (ξ0 :
ξ1 : · · · : ξn), де ξi ∈ P , ξi не всi дорiвнюють 0, причому (ξ0 :
ξ1 : · · · : ξn) = (ξ′0 : ξ′1 : · · · : ξ′n) тодi й лише тодi, коли iснує
λ ∈ P , λ 6= 0, з властивiстю ξ′i = λξi для всiх 0 ≤ i ≤ n.
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Зрозумiло, що два елементи (ξ0 : · · · : ξi−1 : 1 : ξi+1 : · · · : ξn) i
(ξ′0 : · · · : ξ′i−1 : 1 : ξ′i+1 : · · · : ξ′n) простору P(Pn+1) рiвнi тодi i
тiльки тодi, коли ξj = ξ′j для всiх 0 ≤ j ≤ n.

Позначимо A
(n)
i =

{
(ξ0 : · · · : ξi−1 : 1 : ξi+1 : · · · : ξn) | ξi ∈ P

}
.

A
(n)
i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) + Vi — афiнний пiдпростiр простору

V = Pn+1, де Vi =
{
(ξ0, . . . , ξn) | ξ0, . . . , ξn ∈ P, ξi = 0

}
. Якщо

a = (λ0 : λ1 : · · · : λn) ∈ P(V ), то iснує i з λi 6= 0 i a можна
ототожнити з елементом (ξ0 : · · · : ξi−1 : 1 : ξi+1 : · · · : ξn) ∈
A

(n)
i , де ξj = λjλ

−1
i , тому проективний простiр P(V ) можна

ототожнити з об’єднанням афiнних просторiв. Зрозумiло, що
рiзнi A

(n)
i мають непорожнi перетини.

Проективний простiр P(Pn+1) можна подати i у виглядi
об’єднання афiнних пiдпросторiв простору Pn+1 так, що рiзнi
афiннi пiдпростори попарно не перетинаються. Нехай

Ã
(n)
0 =

{
(1, ξ1, . . . , ξn) | ξi ∈ P

}
,

Ã
(n−1)
1 =

{
(0, 1, ξ2, . . . , ξn) | ξi ∈ P

}
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ã

(1)
n−1 =

{
(0, . . . , 0, 1, ξn) | ξn ∈ P

}
,

Ã
(0)
n =

{
(0, 0, . . . , 0, 1)

}
.

Зрозумiло, що пiдпростори Ã
(n)
0 , . . . , Ã

(0)
n попарно не перетина-

ються i будь-який елемент (λ0 : · · · : λn) ∈ P(Pn+1) можна ото-
тожнити з єдиним елементом одного з афiнних пiдпросторiв
Ã

(n)
0 , . . . , Ã

(0)
n : з елементом з Ã

(n)
0 , якщо λ0 6= 0; з елементом

з Ã
(n−1)
1 , якщо λ0 = 0, λ1 6= 0, i т.д., з елементом з Ã

(0)
n , якщо

λ0 = · · · = λn−1 = 0. Тому

P(Pn+1) = Ã
(n)
0 ∪ · · · ∪ Ã(0)

n .

3. Проективною прямою називають проективний простiр
розмiрностi 1. Нехай V = P 2. Точками проективної прямої P(V )
є сумiжнi класи (ξ0 : ξ1), де ξ0, ξ1 ∈ P i ξ0 або ξ1 не дорiвнює 0.
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Як i в попередньому прикладi, маємо

(ξ0 : ξ1) =

{
(λ, 1), λ ∈ P, якщо ξ1 6= 0,

(1, 0), якщо ξ1 = 0.

Проективну пряму одержуємо з афiнної прямої {(λ, 1) | λ ∈ P}
долученням до неї точки (1, 0), яку традицiйно називають “не-
скiнченно вiддаленою”.

Проективною площиною називають проективний простiр
розмiрностi 2. Якщо V = P 3, то точками проективної пло-
щини P(P 3) є

(ξ0 : ξ1 : ξ2) =





(λ0, λ1, 1), де λ0, λ1 ∈ P, якщо ξ2 6= 0,

(λ0, 1, 0), де λ0 ∈ P, якщо ξ2 = 0, ξ1 6= 0,

(1, 0, 0), якщо ξ1 = ξ2 = 0.

Отже, проективну площину одержують з афiнної площини
{(λ0, λ1, 1) | λ0, λ1 ∈ P} долученням “нескiнченно вiддаленої”
проективної прямої {(λ0, 1, 0) | λ0 ∈ P ∪ (1, 0, 0)}.

4. Якщо P = R, то елементи (точки) проективного просто-
ру P(Rn+1) можна ототожнити з парами дiаметрально про-
тилежних точок сфери S з рiвнянням x2

0 + x2
1 + · · · + x2

n = 1.
Справдi, нехай

l = (λ0 : · · · : λn) = {(λ0t, . . . , λnt) | t ∈ R, t 6= 0}
– точка проективного простору P(Rn+1). Це пряма в Rn+1 без
точки (0, . . . , 0). Пряма l перетинається зi сферою S в двох то-
чках, що вiдповiдають значенням парметра t, якi знаходимо з
рiвняння
t2(λ2

0 + · · ·+ λ2
n) = 1: t = ±

√
(
∑

λ2
i )−1.

Зокрема, якщо n = 1, то точки проективного простору P(R2)
можна ототожнити з точками пiвкола x2 + y2 = 1, y ≥ 0,
причому точки з координатами (−1, 0) та (1, 0) потрiбно “скле-
їти”, бо вони вiдповiдають тiй самiй точцi проективного про-
стору (рис 5.4.3).
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Рис. 5.4.3. Проективна пряма i проективна площина

Якщо n = 3, то точки проективного простору P(R3) можна
ототожнити з точками половини сфери x2 +y2 +z2 = 1, z ≥ 0,
причому дiаметрально протилежнi точки кола x2 + y2 = 1,
z = 0 треба ототожнити (рис ??).

5. Комплексну проективну пряму P(C2) можна ототожни-
ти з комплексною площиною, до якої долучена “нескiнченно вiд-
далена точка” (1, 0) def= ∞ (порiвняйте з прикладом 3). За допо-
могою стереографiчної проекцiї дiйсної двовимiрної сфери S2 з
пiвнiчного полюса на площину, сферу S2 з виколотим пiвнiчним
полюсом можна ототожнити з комплексною площиною (рис
5.4.4).

Ототожнюючи пiвнiчний полюс з нескiнченно вiддаленою
точкою ∞, бачимо, що P(C2) можна трактувати як дiйсну
двовимiрну сферу (сферу Рiмана).

6. Розглянемо проективнi простори над полем Z/2Z з двох
елементiв. З прикладу 3 видно, що в цьому випадку проективна
пряма складається з трьох точок, проективна площина — з 7
точок, n-вимiрний проективний простiр над полем Z/2Z скла-
дається з 2n + 2n−1 + · · ·+ 2 + 1 = 2n+1 − 1 точок.



5.4. Проективнi простори 135

8

Рис. 5.4.4. Комплексна проективна пряма

5.4.2. Пiдпростори. Проективнi оболонки

Означення 5.4.2. Нехай V — лiнiйний простiр, P(V ) — вiдпо-
вiдний проективний простiр. Пiдмножини вигляду P(L), де L —
ненульовий пiдпростiр лiнiйного простору V , називають пiдпро-
сторами проективного простору P(V ). За означенням прийма-
ємо P(0) = ∅.

Зрозумiло, що P(L1)∩P(L2) складається з одновимiрних пiд-
просторiв кожного з лiнiйних пiдросторiв L1 i L2. Звiдси випли-
ває, що
P(L1) ∩ P(L2) = P(L1 ∩ L2), тобто перетин двох пiдпросторiв
проективного простору P(V ) є пiдпростором цього проективного
простору. Зауважимо, що перетин двох пiдпросторiв проектив-
ного простору є порожнiм, якщо перетин вiдповiдних лiнiйних
просторiв є нульовим.

Означення 5.4.3. Нехай S — будь-яка пiдмножина проектив-
ного простору P = P(V ). Проективною оболонкою множини S
називають проективний пiдпростiр, що є перетином всiх пiдпро-
сторiв, яким належить S.

Якщо P1 i P2 — два пiдпростори проективного простору P ,
то їх проективну оболонку позначимо P1 + P2. Розмiрнiсть про-
ективної оболонки обчислюють за допомогою рiвностi (5.4.1), де
приймають dim (P1 ∩ P2) = −1, якщо P1 ∩ P2 = ∅.
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Теорема 5.4.1.

dim(P1 + P2) = dimP1 + dimP2 − dimP1 ∩ P2. (5.4.1)

Доведення. Нехай L1 i L2 — лiнiйнi пiдпростори, вiдповiднi пiд-
просторам P1 i P2. Тодi лiнiйним пiдпростором вiдповiдним про-
ективнiй оболонцi P1 + P2 є L1 + L2. Справдi, цей лiнiйний пiд-
простiр мiстить всi вектори з L1 i всi вектори з L2, тому вiн
мiстить i всi суми l1 + l2, де l1 ∈ L1, l2 ∈ L2. Звiдси випливає, що
dim(P1 + P2) = dim(L1 + L2)− 1. Крiм того, dimP1 = dimL1 − 1,
dimP2 = dimL2−1, dimP1∩P2 = dimL1∩L2−1. Твердження тео-
реми випливає тепер з формули dim(L1 +L2) = dimL1 +dimL2−
dim(L1 ∩ L2), яку було доведено в п.1.3.4.

Означення 5.4.4. Нехай P — проективний простiр розмiрно-
стi n. Проективнi пiдпростори розмiрностi n−1 простору P нази-
вають гiперплощинами. Прямими в проективному просторi P
називають проективнi пiдпростори розмiрностi 1, а площинами
— проективнi пiдпростори розмiрностi 2.

Наслiдок 5.4.2. 1. Якщо P1 i P2 — пiдпростори проективного
простору P i dimP1 + dimP2 ≥ dimP , то P1 ∩ P2 6= ∅.

2. Якщо dimP = n, то будь-якi n гiперплощин в P мають
хоч одну спiльну точку.

3. якщо H — гiперплощина в P i точка a /∈ H, то кожна
пряма, що проходить через a, перетинає H в єдинiй точцi.

4. двi рiзнi прямi проективної площини перетинаються в
єдинiй точцi.

Доведення. 1. За формулою (5.4.1) маємо dim (P1∩P2 = dim P1+
dim P2 − dim(P1 + P2) ≥ dim P1 + dim P2 − dimP ≥ 0. Отже,
P1 ∩ P2 6= ∅.

2. Нехай H1, . . . , Hn — n гiперплощин проективного просто-
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ру P . За формулою (5.4.1),

dim (H1 ∩H2) = dim H1 + dim H2 − dim(H1 + H2)
≥ 2n− 2− n = n− 2,

dim (H1 ∩H2 ∩H3) ≥ dim (H1 ∩H2) + dim H3 − dim
= 2n− 3− n = n− 3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dim(H1 ∩ · · · ∩Hn) ≥ 2n− n− n = 0.

Отже, H1 ∩ · · · ∩Hn 6= 0.
3. Нехай R — пряма, що проходить через точку a /∈ H. Очеви-

дно, що H + R = P , тому dim (R∩H) = dim H+dim R−dim P =
0, i, отже, R ∩H складається з єдиної точки.

4 випливає з 3, де приймаємо dim P = 2.

З твердження 4 наслiдку випливає, зокрема, що в проектив-
нiй площинi немає паралельних прямих: будь-якi рiзнi прямi проек-
тивної площини обов’язково перетинаються.

5.4.3. Проективнi репери та проективнi координати

Елементи лiнiйних та афiнних просторiв можна задавати їх коор-
динатами. Якщо V — лiнiйний простiр над полем P , e1, . . . , en —
база простору V , то кожний вектор x ∈ V однозначно виража-
ється у виглядi x = ξ1e1 + . . . ξnen, де ξi ∈ P , ξ1, . . . , ξn — ко-
ординати вектора x в базi e. Для того щоб ввести координати
точок афiнного простору A розмiрностi n, потрiбно в A вибра-
ти афiнну систему кординат (аффiнний репер), яка складається
з n+1 точок a0, . . . an афiнного простору A, таких, що n векторiв
a1 − a0, . . . , an − a0 утворюють базу асоцiйованого з A лiнiйно-
го простору V . Для задання системи координат в проективному
просторi P(V ), dimP(V ) = n, необхiдно задати систему з n + 2
точок m0, . . . ,mn+1 ∈ P(V ), яка задовольняє умови такого озна-
чення.

Означення 5.4.5. Систему m0, . . . , mn+1 точок проективного
простору P(V ) розмiрностi n називають проективною системою
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координат (проективним репером), якщо iснують вектори
e0, . . . , en+1 ∈ V такi, що:

1) ei ∈ mi, 0 ≤ i ≤ n + 1 (нагадаємо, що точки проективного
простору P(V ) — це прямi лiнiйного простору V );

2) e1, . . . , en+1 — база V ;

3) e0 = e1 + · · ·+ en+1.

Якщо e1, . . . , en+1 — база лiнiйного простору V , то маємо од-
нозначно визначений проективний репер m0, . . . , mn+1, де mi =
L(ei) — лiнiйна оболонка вектора ei, 1 ≤ i ≤ n + 1, i m0 = L(e1 +
· · ·+ en+1) — лiнiйна оболонка вектора e1 + · · ·+ en+1.

Навпаки, якщо задано проективний репер m0, . . . , mn+1, то
вектори e0, . . . , en+1 визначаються точками m0,m1, . . . , mn+1 з
точнiстю до скалярного множника, як це випливає з леми 5.4.1.

Лема 5.4.1. Нехай m0, . . . ,mn+1 — проективний репер в P(V ).
Тодi двi бази e1, . . . , en+1 i e′1, . . . , e

′
n+1, що задовольняють умови

1,2 i 3) з попереднього означення пропорцiйнi, тобто iснує λ ∈
P , λ 6= 0, e′i = λei, 1 ≤ i ≤ n + 1.

Доведення. Оскiльки ei, e
′
i ∈ mi, 1 ≤ i ≤ n+1, то iснують λi ∈ P ,

то e′i = λiei. Так само iснує λ ∈ P , що e′1 + · · · + e′n+1 = λ(e1 +
· · ·+en+1). Звiдси маємо λ1e1 + · · ·+λn+1en+1 = λe1 + · · ·+λen+1,
тому λ1 = · · · = λn+1 = λ, що i треба було довести.

Означення 5.4.6. Нехай m0, . . . , mn+1 — проективний репер
проективного простору P(V ), e0, . . . , en+1 — система векторiв лi-
нiйного простору V , що задовольняє умови 1, 2, 3 попереднього
означення i m ∈ P(V ). Якщо a ∈ m, a 6= 0, то a = ξ1e1 + · · · +
ξn+1en+1, де ξi ∈ P , 1 ≤ i ≤ n + 1. Скаляри ξ1, . . . , ξn+1 не всi
дорiвнюють нулю. Їх називають проективними координатами
точки m стосовно проективної системи координат m0, . . . , mn+1.

Якщо a′ ∈ m — iнший вектор прямої m, a′ 6= 0, то iснує α ∈ P ,
α 6= 0, a = αa. Тому a′ = αa = αξ1e1 + · · ·+αξn+1en+1. Крiм того,
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з леми 5.4.1 випливає, що для iншої бази e′1, . . . , e
′
n+1, зв’язаної з

проективним репером m0, . . . , mn+1, iснує λ ∈ P , λ 6= 0, для якого
e′i = λei, 0 ≤ i ≤ n+1. Тому a = ξ1e1 + · · ·+ ξn+1en+1 = λ−1ξ1e

′
1 +

· · ·+ λ−1ξn+1e
′
n+1. Це означає, що проективнi координати точки

m ∈ P(V ) визначаються проективним репером m0,m1, . . . , mn+1

з точнiстю до ненульового скалярного множника.

5.4.4. Морфiзми та iзоморфiзми проективних про-
сторiв

Означення 5.4.7. Нехай V1 i V2 — лiнiйнi простори над полем P ,
f ∈ Hom(V1, V2) — лiнiйне вiдображення. Тодi f(λx) = λf(x) для
x ∈ V1. Це означає, що у випадку f(x) 6= 0 вiдображення f пе-
реводить пряму {λx} простору V1 у пряму {λf(x)} простору V2,
тобто визначена функцiя f̄ : P(V1) → P(V2), де f̄(m1) = m2 тодi
й лише тодi, коли f(x) 6= 0 для x ∈ m1, x 6= 0 i f(x) ∈ m2.
Функцiю f̄ називають морфiзмом проективних просторiв P(V1)
i P(V2).

Зауважимо, що морфiзм проективних просторiв є лише фун-
кцiєю, а не вiдображенням. Якщо Kerf 6= 0, то f переводить
пряму m = {λa | a ∈ Kerf \ {0}, λ ∈ P} в нуль-вектор (а не в
пряму), тобто f̄ не визначена в точцi m ∈ P(V1).

Ми не будемо докладно вивчати морфiзми проективних про-
сторiв, а обмежимося вивченням iзоморфiзмiв, якi є не лише
функцiями, а й вiдображеннями.

Означення 5.4.8. Проективнi простори P(V1) i P(V2) називають
iзоморфними, якщо лiнiйнi простори V1 i V2 iзоморфнi. Якщо
f : V1 → V2 — iзоморфiзм лiнiйних просторiв, то морфiзм f̄ на-
зивають iзоморфiзмом проективних просторiв P(V1) i P(V2).

Iзоморфiзм f̄ є вiдображенням, а не лише функцiєю, тому
що f̄ визначений в кожнiй точцi m ∈ P(V1).

Очевидно, одиничне вiдображення проективного простору в
себе є iзоморфiзмом. Переконаємося, що iзоморфiзм проектив-
них просторiв є бiєктивним вiдображенням. Означення f̄ можна
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записати так:
f̄{λx} = {λf(x)}, λ ∈ P.

Для лiнiйного iзоморфiзму f iснує обернений f−1. Маємо

f−1 ◦ f̄{λx} = f̄−1{λf(x)} = {λf−1(f(x))} = {λx}.
Отже, f̄−1◦ f̄ = 1P(V1), так само, f̄ ◦f−1 = 1P(V2), тому iзоморфiзм
проективних просторiв є бiєктивним вiдображенням.

Теорема 5.4.3. Два проективнi простори над полем P однако-
вої розмiрностi iзоморфнi.

Доведення. Доведення випливає з того, що два P -лiнiйнi прос-
тори однакової розмiрностi iзоморфнi.

Зокрема, кожний проективний простiр розмiрностi n над по-
лем P iзоморфний проективному простору P(Pn+1) = {(ξ0 : · · · :
ξn) | ξi ∈ P, ∃j ξj 6= 0}.

Зауважимо, що точка (ξ0 : · · · : ξn) має проективнi координа-
ти ξ0, . . . , ξn стосовно проективного репера, який вiдповiдає такiй
системi векторiв

e0 = (1, 1, . . . , 1), e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en+1 = (0, . . . , 0, 1).

Якщо f̄ : P(V ) → P(V ′) — iзоморфiзм проективних просторiв,
то f̄ переводить проективний репер m0, . . . , mn+1 простору P(V )
у проективний репер f̄(m0), . . . , f̄(mn+1) простору P(V ′). Справ-
дi, нехай ei ∈ mi, 0 ≤ i ≤ n+1, e0 = e1 + · · ·+ en+1, e1, . . . , en+1 —
база лiнiйного простору V . Тодi f(e1), . . . , f(en+1) — база просто-
ру V ′ i f(e0) = f(e1)+ · · ·+ f(en+1). Якщо m′

i = {λf(ei) | λ ∈ P},
то f̄(mi) = m′

i, 0 ≤ i ≤ n + 1 i m′
0,m

′
1, . . . , m

′
n+1 — проективний

репер простору P(V ′). З теореми 5.4.4 випливає, що iзоморфiзм
двох проективних просторiв однозначно визначається заданням
у цих просторах проективних реперiв.

Теорема 5.4.4. Нехай P(V ) i P(V ′) — проективнi простори од-
накової розмiрностi n, {mi} та {m′

i}, 0 ≤ i ≤ n + 1, — прое-
ктивнi репери у P(V ) та P(V ′). Тодi iснує єдиний iзоморфiзм
f̄ : P(V ) → P(V ′) такий, що m′

i = f̄(mi).
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Доведення. Нехай ei ∈ mi, e′i ∈ m′
i, 0 ≤ i ≤ n + 1, ei та e′i за-

довольняють умови з означення проективного репера. Iснує єди-
ний iзоморфiзм f лiнiйних просторiв V i V ′ для якого f(ei) = e′i,
1 ≤ i ≤ n. Iзоморфiзм f визначає iзоморфiзм f̄ проективних про-
сторiв, для якого f̄(mi) = m′

i. Нехай f̄1 — ще один iзоморфiзм
проективних просторiв з цiєю властивiстю. Тодi f̄−1

1 ◦f̄(mi) = mi,
тому (f−1

1 ◦ f)(e1), . . . , (f−1
1 ◦ f)(en+1) — база V i (f−1

1 ◦ f)(e0) =
(f−1

1 ◦ f)(e1) + · · ·+ (f−1
1 ◦ f)(en+1). З леми 5.4.1 одержуємо, що

iснує λ ∈ P , λ 6= 0, (f−1
1 ◦ f)(ei) = λei, 0 ≤ i ≤ n + 1. Тому

f(ei) = λf1(ei). Це означає, що f̄(mi) = f̄1(mi), 0 ≤ i ≤ n + 1.
Отже, f̄ = f̄1.

5.4.5. Група автоморфiзмiв проективного простору

Означення 5.4.9. Iзоморфiзм проективного простору P(V ) в
себе називають автоморфiзмом простору P(V ).

Щоб задати автоморфiзм f̄ простору P(V ) достатньо задати
автоморфiзм f лiнiйного простору V i зрозумiло, що ḡ◦ f̄ = g ◦ f ,
де ḡ i f̄ — два автоморфiзми. Крiм того, 1̄V = 1P(V ) (одиничне
вiдображення простору P(V )) є, очевидно, автоморфiзмом. З цих
зауважень випливає такий факт.

Твердження 5.4.5. Автоморфiзми проективного простору P =
P(V ) утворюють групу стосовно добутку вiдображень. Цю гру-
пу позначають GL (P).

Доведення. Рiвнiсть ḡ◦ f̄ = g ◦ f дає змогу стверджувати, що до-
буток автоморфiзмiв є автоморфiзмом. Асоцiативнiсть випливає
з асоцiативностi добутку вiдображень, 1̄V є нейтральним елемен-
том. Нарештi, f̄−1 = f−1, тому що f̄ ◦ f−1 = f ◦ f−1 = 1̄V (f —
автоморфiзм лiнiйного простору V ). Твердження доведено.

Опишемо групу G = GL(P).

Теорема 5.4.6. Група G iзоморфна фактор-групi GLn+1(P )/P ∗E
повної лiнiйної групи GLn+1(P ) за пiдгрупою P ∗E = {λE | λ ∈
P \ {0}} ненульових скалярних матриць.
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Доведення. Розглянемо групу AutV автоморфiзмiв лiнiйного про-
стору V ; нехай вiдображення φ : AutV → G дiє за формулою
φ(f) = f̄ . Вiдображення φ сюр’єктивне за означенням автоморфiз-
мiв простору P(V ): кожний автоморфiзм простору P(V ) має виг-
ляд f̄ , де f ∈ AutV . Вiдображення φ є гомоморфiзмом груп,
тому що, як вже зазначалось, f ◦ g = f̄ ◦ ḡ. Обчислимо Kerφ.
Kerφ = {h ∈ AutV | h̄ = 1P(V )}. Зокрема, якщо e1, . . . , en+1 —
база V , e0 = e1 + · · ·+ en+1 i e′i = h(ei), 0 ≤ i ≤ 0, то з леми 5.4.1
випливає, що iснує λ ∈ P \ {0}, для якого e′i = λei. Тому Kerφ =
{h ∈ AutV | ∃λ ∈ P \ {0}, h(x) = λx, x ∈ V }. За теоремою про го-
моморфiзм груп маємо G ∼= AutV/Kerφ. Але AutV ∼= GLn+1(P ),
i пiдгрупi Kerφ при цьому iзоморфiзмi вiдповiдає пiдгрупа ска-
лярних матриць P ∗E. Звiдси одержуємо G ∼= GLn+1(P )/P ∗E, що
й треба було довести.

5.4.6. Подвiйне вiдношення

Розглянемо одновимiрний проективний простiр P(P 2) над по-
лем P . Як ми вже бачили (див. приклад 3 п.5.4.1), простiр P(P 2)
є об’єднанням

P(P 2) = {(λ, 1) | λ ∈ P} ∪ {(1, 0)}. (5.4.2)

Множину {(λ, 1) | λ ∈ P} ототожнюють з множиною P за допо-
могою вiдображення λ 7→ (λ, 1) для λ ∈ P . Елемент (1, 0) назива-
ють нескiнченно вiддаленою точкою i позначають∞. Враховую-
чи це, i позначивши P(P 2) через P̃ , рiвнiсть (5.4.2) перепишемо
так:

P̃ = P ∪∞.

Точки∞ = (1 : 0), 0 = (0 : 1), 1 = (1 : 1) утворюють проективний
репер проективної прямої P̃ .

Нехай D — проективна пряма (тобто одновимiрний проектив-
ний простiр) над полем P ; a, b, c ∈ D, причому a, b, c — рiзнi точки
прямої D. Тодi a, b, c — проективний репер простору D. Справ-
дi, нехай e′1, e

′
2 — ненульовi вектори, де e′1 ∈ a, e′2 ∈ b. Вектори
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e′1, e
′
2 — лiнiйно незалежнi, бо a i b — рiзнi точки. Тому iснують

λ1, λ2 ∈ P такi, що e0 = λ1e
′
1 + λ2e

′
2 ∈ c. Оскiльки a, b, c — рi-

знi точки, то λ1 6= 0 i λ2 6= 0. Нехай e1 = λ1e
′
1, e2 = λ2e

′
2. Тодi

e0 = e1 + e2 i це означає, що a, b, c — проективний репер просто-
ру D.

Означення 5.4.10. Подвiйним вiдношенням точок a, b, c, d ∈ D
називають елемент [a, b, c, d] = fa,b,c(d) ∈ P̃ = P ∪ ∞, де fa,b,c

— єдиниий iзоморфiзм просторiв D i P̃ , такий що f(a) = ∞,
f(b) = 0, f(c) = 1.

Єдинiсть iзоморфiзму fa, b, c випливає з теореми 5.4.4.

Теорема 5.4.7. Нехай D i D′ — проективнi прямi, a1, a2, a3, a4 ∈
D, a′1, a

′
2, a

′
3, a

′
4 ∈ D′, причому точки a1, a2, a3 рiзнi i a′1, a

′
2, a

′
3 рi-

знi.
1. Якщо f̄ : D → D′ — iзоморфiзм, f̄(ai) = a′i, 1 ≤ i ≤ 4, то

[a1, a2, a3, a4] = [a′1, a
′
2, a

′
3, a

′
4].

2. Навпаки, якщо [a1, a2, a3, a4] = [a′1, a
′
2, a

′
3, a

′
4], то iснує єди-

ний iзоморфiзм f̄ : D → D′ з властивiстю f(ai) = a′i, 1 ≤ i ≤ 4.

Доведення. 1. Нехай f ′a′1,a′2,a′3
: D′ → P̃ — iзоморфiзм, для яко-

го f ′(a′1) = ∞, f ′(a′2) = 0, f ′(a′3) = 1. Розглянемо iзоморфiзм
ḡ = f ′a′1,a′2,a′3

◦ f̄ . Тодi ḡ(a1) = ∞, ḡ(a2) = 0, ḡ(a3) = 1 i ḡ(a4) =
[a1, a2, a3, a4]
= f ′a′1,a′2,a′3

(a′4) = [a′1, a
′
2, a

′
3, a

′
4].

2. f̄ = (f ′a′1,a′2,a′3
)−1 ◦ fa1,a2,a3 . Єдинiсть f̄ випливає з теоре-

ми 5.4.4.

Доведена теорема, зокрема, стверджує, що подвiйне вiдноше-
ння чотирьох точок проективного простору не змiнюється при
iзоморфiзмах. Iнакше кажучи, подвiйне вiдношення — iнварiант
стосовно проективних iзоморфiзмiв.
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5.4.7. Обчислення подвiйного вiдношення

Точки
∞ = (1 : 0), 0 = (0 : 1), 1 = (1 : 1) утворюють проективний
репер проективної прямої P̃ = P(P 2). Тому з означення та з тео-
реми 5.4.4 випливає, що [∞, 0, 1, k] = k, де k ∈ P̃ . Нехай V — дво-
вимiрний лiнiйний простiр над полем P , D = P(V ) — проективна
пряма, a1, a2, a3, a4 ∈ D, причому точки a1, a2, a3 рiзнi. Виберемо
ненульовi вектори x1, x2, x3,
x4 ∈ V , xi ∈ ai, 1 ≤ i ≤ 4. Iснують α, β, γ, δ ∈ P , α 6= 0, β 6= 0
такi, що

x3 = αx1 + βx2, (5.4.3)

x4 = γx1 + δx2 =
γ

α
(αx1) +

δ

β
(βx2). (5.4.4)

Якщо f̄ : D → P̃ — iзоморфiзм, f̄(a1) = ∞, f̄(a2) = 0, f̄(a3) =
1, то f̄(a4) = [a1, a2, a3, a4]. Нехай f — лiнiйне вiдображення
простору V у простiр P 2, що вiдповiдає iзоморфiзму f . З ле-
ми 5.4.1 випливає, що трiйки векторiв f(αx1), f(βx2), f(x3) та
(1, 0), (0, 1), (1, 1) пропорцiйнi, тому f можна вибрати так, що
f(αx1) = (1, 0), f(βx2) = (0, 1), f(x3) = (1, 1) (нагадаємо, що
лiнiйнi iзоморфiзми f i εf , де ε ∈ P \ {0} визначають той самий
проективний iзоморфiзм f̄). Тепер f(x4) = γ

αf(αx1) + δ
β f(βx2) =

( γ
α : δ

β ). Отже, f̄(a4) = ( γ
α : δ

β ). Одержуємо формулу

[a1, a2, a3, a4] =
(γ

α
:

δ

β

)
,

яка виправдовує термiн “подвiйне вiдношення”. Якщо зафiксува-
ти базу простору V , то вектори xi задаються стовпчиками коор-
динат xi =

(
λi
µi

)
, 1 ≤ i ≤ 4. З рiвностi (5.4.3) маємо

{
αλ1 + βλ2 = λ3,

αµ1 + βµ2 = µ3.
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Звiдси

α =
∣∣∣∣
λ3 λ2

µ3 µ2

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ1 λ2

µ1 µ2

∣∣∣∣ , β =
∣∣∣∣
λ1 λ3

µ1 µ3

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ1 λ2

µ1 µ2

∣∣∣∣ .

Так само з рiвностi (5.4.4) одержуємо

γ =
∣∣∣∣
λ4 λ2

µ4 µ2

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ1 λ2

µ1 µ2

∣∣∣∣ , δ =
∣∣∣∣
λ1 λ4

µ1 µ4

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ1 λ2

µ1 µ2

∣∣∣∣ .

i

[a1, a2, a3, a4] =
(γ

α
:

δ

β

)
=

(∣∣∣∣
λ4 λ2

µ4 µ2

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ3 λ2

µ3 µ2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
λ1 λ4

µ1 µ4

∣∣∣∣
/∣∣∣∣

λ1 λ3

µ1 µ3

∣∣∣∣
)
.

Ця формула допомагає обчислювати подвiйнi вiдношення.

5.5. Проективнi простори та геометрiя

5.5.1. Дуальнi пiдпростори

Нехай P(V ) — проективний
простiр, dim P(V ) = n, V ∗ — простiр лiнiйних функцiоналiв лi-
нiйного простору V . Ми знаємо (п.4.1.2), що лiнiйнi простори V
i V ∗ iзоморфнi. Тому проективнi простори P(V ) i P(V ∗) iзомор-
фнi i це дає пiдстави побудувати теорiю дуальностi для проек-
тивного простору. Для цiєї мети треба, детальнiше розглянути
дуальнi пiдпростори лiнiйних просторiв.

Означення 5.5.1. Нехай L — пiдпростiр лiнiйного простору V .
Множину L⊥ лiнiйних функцiоналiв простору V , що переводять
у нуль кожний вектор x ∈ L називають дуальним пiдпростором
до пiдпростору L

L⊥ = {φ ∈ V ∗ | φ(x) = 0,∀x ∈ L}.

Твердження 5.5.1. Нехай L,L1 i L2 – пiдпростори лiнiйного
простору V . Тодi:
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1) L⊥ — пiдпростiр;

2) dim L⊥ = dim V − dimL;

3) якщо L1 ⊂ L2, то ÃL⊥2 ⊂ L⊥1 ;

4) при ототожненнi V i V ∗∗ з допомогою канонiчного гомо-
морфiзму (п.4.1.4) L⊥⊥ ототожнюється з L;

5) (L1 + L2)⊥ = L⊥1 ∩ L⊥2 ;

6) (L1 ∩ L2)⊥ = L⊥1 + L⊥2 .

Доведення. Властивiсть 1 безпосередньо випливає з означень.
Для доведення властивостi 2 виберемо базу e1, . . . , ed пiдпро-
стору L i доповнимо її векторами ed+1, . . . , en до бази просто-
ру V . Нехай e1, . . . , en+1 — дуальна база простору V ∗: ei(ej) = δij ,
1 ≤ i, j ≤ n + 1. Тодi L⊥ = L(ed+1, . . . , en+1) — лiнiйна оболонка
лiнiйних функцiоналiв ed+1, . . . , en+1. Справдi, нехай φ ∈ L⊥, φ =∑n+1

i=1 αie
i. Тодi φ(ej) =

∑n+1
i=1 αie

i(ej) = αj = 0 для всiх ej , 1 ≤
j ≤ d. Тому
φ ∈ L(ed+1, . . . , en+1). Навпаки, якщо φ ∈ L(ed+1, . . . , en+1), φ =∑n+1

i=d+1 λie
i, x =

∑d
j=1 µjej , то φ(x) =

∑n+1
i=d+1

∑d
j=1 µjλie

i(ej) =
0 i φ ∈ L⊥. Отже, L⊥ = L(ed+1, . . . , en+1) i dim L⊥ = dim V −
dimL.

3. Нехай e1, . . . , ed — база L1, e1, . . . , ed, ed+1, . . . , ef — база L2.
Тодi

L⊥1 = L(ed+1, . . . , en+1), L⊥2 = L(ef+1, . . . , en+1), отже, L⊥2 ⊂ L⊥1 .

4. Пригадаємо (п.4.1.4, розд. 4), що канонiчний iзоморфiзм
просторiв V i V ∗∗ полягає в ототожненнi векторiв x ∈ V з лi-
нiйними функцiоналами простору V ∗: вектор x ототожнюють з
лiнiйним функцiоналом з V ∗∗ так, що x(φ) = φ(x) для x ∈ V ∗.
Перевiримо, що L ⊂ L⊥⊥. Якщо x ∈ L ⊂ V ∗∗ i φ ∈ L⊥ ⊂ V ∗,
то x(φ) = φ(x) = 0. Звiдси й випливає потрiбне нам включення
L ⊂ L⊥⊥. Далi, використовуючи 2) маємо

dim L⊥⊥ = dim V ∗− dim L⊥ = dim V − (dim V − dim L) = dimL,
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тому з включення L ⊂ L⊥⊥ випливає рiвнiсть L = L⊥⊥.
5. Нехай φ ∈ (L1 + L2)⊥. Тодi φ(L1) = 0 i φ(L2) = 0, отже,

φ ∈ L⊥1 ∩ L⊥2 , тому (L1 + L2)⊥ ⊂ L⊥1 ∩ L⊥2 . Якщо φ ∈ L⊥1 ∩ L⊥2 i
l1 ∈ L1, l2 ∈ L2, то φ(l1+l2) = φ(l1)+φ(l2) = 0, тому φ ∈ (L1+L2)⊥

i L⊥1 ∩L⊥2 ⊂ (L1 + L2)⊥. Рiвнiсть (L1 + L2)⊥ = L⊥1 ∩L⊥2 доведено.
6. Пiдставимо у доведену рiвнiсть L⊥1 i L⊥2 замiсть L1 i L2.

Одержимо, враховуючи, що L⊥⊥i = Li,

(L⊥1 + L⊥2 )⊥ = L1 ∩ L2.

Звiдси L⊥1 + L⊥2 = (L⊥1 + L⊥2 )⊥⊥ = (L1 ∩ L2)⊥.

Означення 5.5.2. Якщо L i L⊥ — дуальнi пiдпростори просто-
рiв V i V ∗, то проективнi пiдпростори P(L) i P(L)⊥ def= P(L⊥) на-
зивають дуальними пiдпросторами проективних просторiв P(V )
i P(V ∗).

Враховуючи властивостi вiдповiдностi мiж пiдпросторами L
i L⊥, що сформульованi у твердженнi 5.5.1, одержуємо власти-
востi дуальних пiдпросторiв проективних просторiв.

Твердження 5.5.2. Нехай L,L1 i L2 – пiдпростори лiнiйного
простору V . Тодi:

1) P(L⊥) — пiдпростiр проективного простору P(V );

2) dimP(L⊥) = dimP(V )− dimP(L)− 1;

3) якщо P(L1) ⊂ P(L2), то P(L⊥2 ) ⊂ P(L⊥2 );

4) P(L) ототожнюється з P(L⊥⊥);

5) пiдпростором дуальним до перетину двох пiдпросторiв є
проективна оболонка дуальних до них, i пiдпростором ду-
альним до проективної оболонки двох пiдпросторiв є пере-
тин дуальних до них.
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Доведення. Твердження 1) очевидне.
2. Нехай dimV = n + 1, dimL = d. Тодi dimL⊥ = n + 1− d i

dimP(L⊥) = n− d, dimP(V )− dimP(L)− 1 = n− (d− 1) = n− d.
Властивостi 3) i 4) випливають з властивостей 3) i 4) тверд-

ження 5.5.1.
5. Маємо, враховуючи властивостi 5) i 6) твердження 5.5.1

(P(L1) ∩ P(L2))⊥ = P((L1 ∩ L2)⊥) = P(L⊥1 + L⊥2 ), (5.5.1)

P((L1 + L2)⊥) = P(L⊥1 ∩ L⊥2 ) = P(L⊥1 ) ∩ P(L⊥2 ). (5.5.2)

Твердження доведено.

5.5.2. Принцип проективної дуальностi

Означення 5.5.3. Два пiдпростори проективного простору на-
зиваються iнцидентними, якщо один з них є пiдпростором iн-
шого.

Теорема 5.5.3. Нехай правильна теорема, у формулювання якої
входить скiнченна родина проективних просторiв й лише влас-
тивостi розмiрностi, iнцидентностi, перетину i проективної
оболонки. Тодi правильна i дуальна теорема, у формулюваннi
якої пiдпростори замiненi дуальними пiдпросторами, розмiрно-
стi замiненi за формулою 2) твердження 5.5.2, перетин за-
мiнений проективною оболонкою, проективна оболонка — пере-
тином, iнцидентнiсть замiнено згiдно з властивiстю 3) твер-
дження 5.5.2.

Приклад 5.5.1. Розглянемо проективну площину. Її елемента-
ми є нульвимiрнi пiдпростори: це точки. Дуальнi до точок пiд-
простори є одновимiрними за формулою 2) твердження 5.5.2:
це прямi. Твердження “через двi рiзнi точки проходить єдина
пряма” та “двi рiзнi прямi перетинаються в єдинiй точцi” ду-
альнi. Так само в тривимiрному проективному просторi дуаль-
ними є такi твердження: “двi рiзнi площини перетинаються
по однiй прямiй” та “через двi рiзних точки проходить єдина
пряма”.
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5.5.3. Дуальнiсть i бiлiнiйнi форми

Скiнченновимiрнi
афiннi простори V та V ∗ iзоморфнi. Тому i проективнi простори
P(V ) та P(V ∗) теж iзоморфнi. Маючи який-небудь iзоморфiзм
з V у V ∗, можна за його допомогою ототожнити пiдпростори
простору V ∗ з пiдпросторами простору V , i отже, пiдпростори
у P(V ∗) з пiдпросторами у P(V ). Тому можна говорити про ду-
альнi пiдпростори простору V чи простору P(V ).

Взагалi, iснує багато iзоморфiзмiв з V у V ∗. Розглянемо, на-
приклад, один iз них, що зв’язаний з дуальними базами.

Нехай e1, . . . , en+1 — база V , а e1, . . . , en+1 — база V ∗, F —
iзоморфiзм з V у V ∗, що переводить вектор ei ∈ V у вектор
ei ∈ V ∗. Тодi вектор x =

∑n+1
i=1 ξiei переходить у функцiонал φ =∑n+1

i=1 ξie
i. Подiявши цим функцiоналом на вектор y =

∑n+1
j=1 ηjej ,

одержимо F (x)(y) = φ(y) =
∑n+1

i,j=1 ξiηje
i(ej) =

∑n+1
i=1 ξiηi.

Наш iзоморфiзм F ставить у вiдповiднiсть вектору з коорди-
натами (ξ1, . . . , ξn+1) функцiонал з тими самими координатами у
дуальнiй базi. Ототожнимо цей вектор з вiдповiдним йому фун-
кцiоналом i розглянемо, що вiдбувається при такому ототожнен-
нi з дуальними пiдпросторами. Нехай L ⊂ V . Тодi

L⊥ =
{n+1∑

i=1

ξie
i | (

∑
ξie

i)(y) = 0 для всiх y ∈ L
}

=

=
{∑

ξiei | (
∑

ξie
i)(

∑
ηjej) = 0 для всiх

∑
ηjej ∈ L

} ∼=

∼=
{∑

ξiei |
n+1∑

i=1

ξiηi = 0 для всiх
∑

ηjej ∈ L
}

.

Тому пiдпростiр L⊥ ототожнюється з пiдпростором простору V ,
який складається з тих векторiв простору V , координати (ξ1, . . . , ξn+1)
яких задовольняють рiвностi

n+1∑

i=1

ξiηi = 0, (5.5.3)
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де η1, . . . , ηn+1 — координати векторiв з пiдпростору L. Якщо V
— лiнiйний простiр над полем R дiйсних чисел, то рiвнiсть (5.5.3)
показує, що два пiдпростори з V дуальнi в цьому випадку тодi
i тiльки тодi, коли вони є ортогональними доповненнями один
одного. Тому надалi можемо вважати, що поняття дуальних про-
сторiв є узагальненням поняття ортогональних пiдпросторiв.

Якщо тепер e1, . . . , en+1 та e1, . . . , en+1 — бази просторiв V
i V ∗, що не обов’язково дуальнi, то знову можна розглянути
iзоморфiзм F : V → V ∗, де F (ei) = ei. Так одержується кожен
iзоморфiзм, бо образом бази при iзоморфiзмi є знову база. По-
переднi обчислення залишаються в силi з такою модифiкацiєю:
тепер ei(ej) = αij ∈ P замiсть ei(ej) = δij . Якщо x =

∑
ξiei, то

F (x) =
∑

ξiei i для y =
∑

ηjej маємо

F (x)(y) =
(∑

ξie
i
)(∑

ηjej

)
=

n+1∑

i,j=1

αijξiηj , (5.5.4)

тобто одержали бiлiнiйну форму простору V з матрицею A =
[αij ] в базi e1, . . . , en+1. Оскiльки F — iзоморфiзм, то форма (5.5.4)
невироджена (доведiть це самостiйно).

Зауважимо, що й навпаки, якщо задано бiлiнiйну формуA(x, y)
простору V , то зафiксувавши x ∈ V , одержимо лiнiйний фун-
кцiонал F (x) ∈ V ∗, для якого F (x)(y) = A(x, y). Так визначене
вiдображення F : V → V ∗ є гомоморфiзмом. Воно є iзоморфi-
змом тодi й лише тодi, коли форма A(x, y) невироджена.

Як i у випадку iзоморфiзму, зв’язаного з дуальними базами,
i тепер лiнiйнi функцiонали ототожнюмо з векторами: а саме,
функцiонал

∑
ξie

i — з вектором
∑

ξiei. При такому ототожнен-
нi дуальний пiдпростiр L⊥ ототожнюється з “ортогональним до-
повненням пiдпростору L” стосовно бiлiнiйної форми (5.5.4).
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Справдi, для L ⊂ V маємо

L⊥ =
{n+1∑

i=1

ξie
i | (

∑
ξie

i)(y) = 0 ∀y ∈ L
}

=

=
{∑

ξie
i | (

∑
ξie

i)(
∑

ηjej) = 0 для всiх
∑

ηjej ∈ L
} ∼=

∼=
{∑

ξiei |
∑

αijξiηj = 0, де ηj – координати векторiв з L
}

.

Пiдсумовуючи цi мiркування, бачимо, що маючи невиродже-
ну бiлiнiйну форму лiнiйного простору V , можемо розглядати
дуальнi пiдпростори L⊥ i L простору V i вiдповiднi дуальнi пiд-
простори P(L⊥) i P(L) проективного простору P(V ). Якщо обме-
житися симетричними бiлiнiйними формами i випадком, коли
характеристика поля P не дорiвнює 2, то дуальнi пiдпростори
проективного простору P(V ) визначаються заданням невиродже-
ної квадратичної форми лiнiйного простору V , оскiльки в цьому
випадку бiлiнiйна форма A(x, y) цiлком визначається вiдповiд-
ною квадратичною формою A(x, y) = 1

2(A(x+y, x+y)−A(x, x)−
A(y, y)).

Пов’язуючи дуальнi пiдпростори з квадратичними формами,
можна одержувати цiкавi геометричнi теореми. Одну з таких те-
орем розглянемо.

5.5.4. Дуальнi пiдпростори на площинi

Нехай P(V ) — проективна площина, тобто dim V = 3, V — лiнiй-
ний простiр над полем характеристики, що не дорiвнює 2. Не-
хай A(x, x) — невироджена квадратична форма. Вибравши базу
простору V , можемо записати A(x, x) =

∑3
i,j=1 αijξiξj . Припус-

тимо, що iснує точка x0 ∈ V , x0 6= 0, з координатами ξ0
1 , ξ

0
2 , ξ

0
3 ,

для якої A(x0, x0) =
∑

αijξ
0
i ξ0

j = 0. Тодi для кожного λ ∈ P
A(λx0, λx0) = 0 i можна сказати, що точка m = {λx0 | λ ∈ P} ∈
P(V ) лежить на квадрицi

A(x, x) = 0. (5.5.5)
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.

Рис. 5.5.5. Дуальнi пiдпростори

Точка m — це нульвимiрний пiдпростiр проективного просто-
ру P(V ). За результатами попереднього пункту дуальний пiдпрос-
тiр m⊥ складається з точок, координати яких задовольняють
рiвняння

∑3
i,j=1 αijξ

0
i ξj = 0, тобто m⊥ — проективна пряма, яка

проходить через точку m. Зауважимо, що проективна пряма m⊥

є дотичною до квадрики (5.5.5) в точцi m. Рисунок ?? iлюс-
трує ситуацiю: конус складають вектори x простору V , для яких
A(x, x) = 0, точка m — це пряма, m⊥ — проективна пряма (на
рисунку5.5.5 ця площина зображена у виглядi трикутника).

Якщо все це перетнути площиною L (з подвiйним штриху-
ванням на першому рисунку), то одержимо те, що зображено
на другому рисунку: афiннi крива другого порядку, точка m i
пряма m⊥ є “слiдами” на площинi L, вiдповiдно, конуса, проек-
тивної точки m i проективної прямої m⊥. Зауважимо, що рис.
5.5.5 слiд розумiти як iлюстрацiю: у випадку, коли P — довiльне
поле взагалi неможливо що-небудь намалювати.
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Якщо m i n — двi рiзнi точки на квадрицi (5.5.5) i m⊥, n⊥ —
дотичнi до цих точок (тобто дуальнi пiдпростори), то m⊥ i n⊥

перетинаються (обов’язково, бо це проективнi прямi проективної
площини — див. наслiдок 5.4.2) в точцi p. Пряма, що проходить
через m i n (проективна оболонка пiдпросторiв m i n) є пiдпро-
стором дуальним до точки p за принципом проективної дуально-
стi. З принципу проективної дуальностi безпосередньо випливає

P P P

Рис. 5.5.6. Властивiсть хорд та дотичних

така теорема.

Теорема 5.5.4. Нехай точка p пробiгає пряму l. Тодi хорди, що
сполучають точки дотику дотичних, проведених з точки p, до
квадрики перетинаються всi в однiй точцi (рис. 5.5.6).

Доведення. Одержуємо з факту, що проективнiй оболонцi пiд-
просторiв вiдповiдає перетин дуальних пiдпросторiв.
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Дуальна така теорема: якщо провести через одну точку хор-
ди, то точки перетину дотичних до квадрики в кiнцях цих хорд
всi лежать на однiй прямiй (рис. 5.5.6). Її доведення випливає з
факту, що перетину пiдпросторiв вiдповiдає проективна оболон-
ка дуальних пiдпросторiв.

5.5.5. Кривi n-го порядку на проективнiй площинi.
Простi та особливi точки

Нагадаємо, що полiном f(X1, . . . , Xm) з кiльця полiномiв K[X1, . . . , Xm]
називають однорiдним степеня n, якщо f(TX1, . . . , TXm) = Tnf(X1, . . . , Xm)
в кiльцi полiномiв
K[T, X1, . . . , Xm] з коефiцiєнтами з кiльця K.

Нехай P — поле, яке для спрощення подальшого викладен-
ня будемо вважати полем характеристики нуль, P — проективна
площина над полем P з вибраною на нiй системою координат.

Означення 5.5.4. Множину Cf точок a = (a1 : a2 : a3) проек-
тивної площини, координати яких a1, a2, a3 задовольняють рiвня-
ння
f(X1, X2, X3) = 0, де f(X1, X2, X3) ∈ P [X1, X2, X3] — однорi-
дний полiном степеня n з коефiцiєнтами з поля P , називають
проективною кривою над полем P .

З однорiдностi полiнома f випливає, що рiвнiсть f(a1, a2, a3) =
0 не залежить вiд вибору координат a1, a2, a3 точки a у заданiй
системi координат.

Нехай a i b — двi рiзнi точки площини P. Розглянемо прое-
ктивну пряму L, що проходить через точки a i b. Пряма L скла-
дається з точок вигляду λa + µb, де λ, µ ∈ P i одночасно не
дорiвнюють нулевi. З’ясуємо, в яких точках можуть перетинати-
ся крива Cf i пряма L. Якщо c = λ0a+µ0b — точка перетину Cf

i L, то f(c) = f(c1, c2, c3) = 0. Для того, щоб знайти координати
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λ0, µ0 точки c розкладемо f(λa + µb) за формулою Тейлора

f(λa + µb) = f(λa) +
3∑

i=1

fi(λa)µbi +
1
2

3∑

i,j=1

fij(λa)µ2bibj+

+ · · ·+ 1
n!

3∑

i1,...,in=1

fi1...in(λa)µnbi1 . . . bin ,

де f(λa) означає f(λa1, λa2, λa3) i

Fi1...ik(λa) =
∂f i1+···+ik

∂Xi1 . . . ∂Xik

(λa1, λa2, λa3).

Оскiльки fi1...ik(X1, X2, X3) — однорiдний полiном степеня n−
k, то останню рiвнiсть можна переписати так:

f(λa + µb) = f(a)λn +
( 3∑

i=1

fi(a)bi

)
λn−1µ +

(1
2

∑

i,j

fi,j(a)bibj

)
λn−2µ2+

+ · · ·+
( 1

n!

∑
fi1...in(a)bi1 . . . bin

)
µn.

Звiдси бачимо, що λa + µb лежить на кривiй Cf , якщо (µ : λ)
є коренем полiнома

α0 + α1t + · · ·+ αntn (5.5.6)

вiд t з коефiцiєнтами з поля P , де

α0 = f(a), αk =
1
k!

3∑

i1,...,ik=1

fi1...ik(a)bi1 . . . bik .

Якщо a — точка кривої Cf , то α0 = 0 i полiном 5.5.6 має
вигляд

α1t + · · ·+ αntn. (5.5.7)
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Означення 5.5.5. Точку a проективної кривої Cf називають
точкою кратностi k, якщо хоч одна (часткова) похiдна fi1...ik(a)
не дорiвнює нулевi, а всi частковi похiднi менших порядкiв до-
рiвнюють нулевi. Точки кратностi бiльшої вiд одиницi називають
особливими. Точки кратностi 1 називають простими або неосо-
бливими. Криву називають неособливою, якщо всi її точки не-
особливi.

Означення 5.5.6. Якщо a — проста точка кривої Cf , то пряму з
рiвнянням f1(a)X1 +f2(a)X2 +f3(a)X3 = 0 називають дотичною
до кривої Cf в точцi a. Тут fi(a) = ∂f

∂xi
(a), i = 1, 2, 3.

Бачимо, що в кожнiй простiй точцi iснує дотична. Крiм того,
нуль є простим коренем полiнома (5.5.7) для всiх точок b, що не
лежать на дотичнiй; нуль є коренем кратностi ≥ 2, якщо точка b
лежить на дотичнiй. Тому кажуть, що дотична перетинає криву
з кратнiстю ≥ 2.

Нехай тепер a i b не обов’язково лежать на кривiй Cf . Для
того щоб знайти точки перетину прямої L, що проходить через a
i b, треба знайти всi коренi полiнома (5.5.6) у випадку, звичайно,
коли цей полiном не є нульовим. У цьому випадку iснує не бiль-
ше нiж n точок перетину прямої L i кривої Cf . Зауважимо, що
у випадку алгебрично замкненого поля P iснує саме n точок пе-
ретину, якщо враховувати нескiнченнi точки прямої L, а точки
перетину рахувати з кратностями, що дорiвнюють кратностям
коренiв полiнома (5.5.6) i кратностям коренiв вiдповiдного по-
лiнома для нескiнченних точок перетину, якщо такi є. Якщо ж
полiном (5.5.6) — нульовий, то кожна точка прямої L є точкою
кривої Cf .

Приклад 5.5.2. 1. Розглянемо криву з рiвнянням

Y 2Z −X3 − Z3 = 0 (5.5.8)

i спробуємо знайти її особливi точки. Координати (x : y : z)
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особливої точки повиннi задовольняти систему рiвнянь
{

y2z − x3 − z3 = 0,

3x2 = 2yz = y2 − 3z2 = 0.
(5.5.9)

Якщо z = 0, то x = y = 0, а це означає, що в проективнiй пло-
щинi немає особливих точок з нульовою координатою z. Якщо
z 6= 0, то з системи (5.5.9) одержуємо, що x = y = z = 0.
Одержана суперечнiсть означає, що крива з рiвнянням (5.5.8)
не має особливих точок.

2. Крива з рiвнянням Y 2Z−X3−X2Z = 0 має одну особливу
точку (0 : 0 : 1). Справдi, розглянемо систему рiвнянь

{
y2z − x3 − x2z = 0,

3x2 = 2yz = y2 − x2 = 0.
(5.5.10)

Якщо z = 0, то x = 0, звiдки y = 0. Тому немає особливих
точок iз z = 0. Якщо z 6= 0, то з 2yz = 0 вивпливає y = 0, тодi
з y2−x2 = 0 маємо x = 0. Тому єдиною точкою, що задовольняє
останнi три рiвняння системи (5.5.10), є точка (0 : 0 : 1). Ця
точка задовольняє i перше рiвняння (5.5.10). Отже, (0 : 0 : 1)
— єдина особлива точка кривої з рiвнянням y2z − x3 − x2z = 0.

3. Розглянемо криву C другого порядку над полем P з рiв-
нянням

∑3
i,j=1 aijXiXj = 0, де будемо важати, що aij = aji.

Криву C називають невиродженою, якщо квадратична форма∑3
i,j=1 aijxixj невироджена, тобто det[aij ] 6= 0.
Переконаємося у тому, що крива C неособлива (тобто не

має особливих точок) тодi й лише тодi, коли вона невироджена.
Координати особливих точок кривої C повиннi задовольня-

ти систему рiвнянь




∑3
i,j=1 aijxixj = 0,

2a11x1 + 2a12x2 + 2a13x3 = 0,

2a21x1 + 2a22x2 + 2a23x3 = 0,

2a31x1 + 2a32x2 + 2a33x3 = 0.

(5.5.11)
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Оскiльки det[aij ] 6= 0, то система, що складається з останнiх
трьох рiвнянь системи (5.5.11), має лише нульовий розв’язок.
Тому крива C не має особливих точок.

Навпаки, нехай C — неособлива. Тодi вона повинна бути не-
виродженою, оскiльки якщо det[aij ] = 0, то лiнiйна пiдсисте-
ма системи (5.5.11) має ненульовий розв’язок (a1, a2, a3). То-
дi за формулою Ойлера для однорiдних полiномiв (див. додаток,
твердження ??), застосованою до F (x1, x2, x3) =

∑3
i,j=1 aijxixj,

маємо

F1(a1, a2, a3)a1 +F2(a1, a2, a3)a2 +F3(a1, a2, a3)a3 = 2F (a1, a2, a3),

де Fi = ∂F/∂xi. Отже, точка (a1 : a2 : a3) задовольняє систе-
му (5.5.11) i крива C не є неособливою.

5.5.6. Перетин кривих. Теорема Безу

Розглянемо проективнi кривi над будь-яким алгебрично замкне-
ним полем P , зокрема, над полем C комплексних чисел.

Означення 5.5.7. Криву Cf з рiвнянням f(X1, X2, X3) = 0 на-
зивають незвiдною над полем P , якщо полiном f(X1, X2, X3) ∈
P [X1, X2, X3] незвiдний. Кривi Cf i Cg з рiвнянням f = 0 i g = 0
мають спiльну компоненту, якщо полiноми f i g мають нетривi-
альний спiльний дiльник.

Теорема 5.5.5 ((Безу)). Якщо двi кривi порядкiв m i n мають
бiльше нiж mn спiльних точок, то вони мають спiльну ком-
поненту.

Доведення. Нехай f, g ∈ P [X1, X2, X3] — однорiднi полiноми сте-
пенiв m i n i нехай кривi Cf i Cg з рiвняннями f = 0 i g = 0 мають
бiльше нiж mn спiльних точок. Виберемо серед спiльних точок
mn+1 точку, через кожну пару цих точок проведемо пряму; до-
лучимо до всiх цих прямих прямi, що є компонентами кривих Cf

i Cg, тобто прямi, координати всiх точок яких задовольняють
рiвняння f = 0 i g = 0. Оскiльки iснує лише скiнченна кiлькiсть
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таких прямих, а поле P — нескiнченне, то можна знайти точку a,
що не лежить на кривих Cf i Cg i на жоднiй з розглядуваних
прямих.

Справдi, розглянемо будь-яку з наших прямих (нехай iх всьо-
го N). Вона мiстить нескiнченну множину точок, бо поле P не-
скiнченне, i лише N − 1 точок може належати iншим прямим.
Тому iснує точка a на цiй прямiй, що не належить iншим пря-
мим. Так само виберемо ще одну пряму з наших N прямих i на
нiй точку b, що не належить iншим прямим. Нехай L — пряма, що
не проходить через точки a i b. Пряма L перетинає iншi прямi в
не бiльше нiж N точках i, крiм того, криву Cf в не бiльше нiж m
точках i криву Cg в не бiльше нiж n точках, як це випливає з
п.5.5.5.

Отже, пряма L перетинає нашi кривi i всi прямi в скiнченнiй
кiлькостi точок, тому на L iснує точка c, що не належить жоднiй
з двох кривих, анi жоднiй з наших прямих.

Виберемо тепер систему координат на проективнiй площинi
так, щоб точка c мала координати (0 : 0 : 1). Тодi в цiй системi
координат кривi Cf i Cg мають рiвняння F = 0 i G = 0, де

f(X) = a0X
m
3 + a1X

m−1
3 + · · ·+ am,

g(X) = b0X
n
3 + b1X

n−1
3 + · · ·+ bn,

a0, b0 ∈ P , a0 6= 0, b0 6= 0, ai, bi — однорiднi полiноми степе-
ня i стосовно X1, X2 для i > 0. За теоремою про результант
однорiдних полiномiв (Додаток, теорема ??), результант R по-
лiномiв f i g стосовно X3 є або нулем або однорiдним полiно-
мом степеня mn вiд X1, X2. R(d1, d2) = 0 тодi й лише тодi, коли
iснує d3 з властивiстю f(d1, d2, d3) = g(d1, d2, d3) = 0, тобто коли
(d1 : d2 : d3) — точка перетину кривих Cf i Cg.

Нехай d1 : d2 i d′1 : d′2 — вiдношення перших двох координат
будь-якої пари з вибраних mn+1 точок перетину кривих Cf i Cg.
Розглянемо пряму αx+βy+γz = 0, що проходить через цю пару
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точок. Маємо

αd1 + βd2 + γd3 = 0, (5.5.12)
αd′1 + βd′2 + γd′3 = 0. (5.5.13)

Якби d1 : d2 = d′1 : d′2, тобто d1d
′
2 = d′1d2, то, домноживши (5.5.12)

на d′2, а (5.5.13) на d2 i вiднявши, одержали б γ(d′2d3− d2d
′
3) = 0.

Але d′2d3 − d2d
′
3 6= 0, бо iнакше ми мали б (d1 : d2 : d3) = (d′1 :

d′2 : d′3). Тому γ = 0, отже, точка c = (0 : 0 : 1) лежить на
прямiй, що сполучає двi з вибраних точок перетину. Одержали
суперечнiсть з вибором точки c. Тому вiдношення d1 : d2 пер-
ших двох координат вибраних mn + 1 точок перетину всi рiзнi
i, якщо полiном R(t, 1), де t = x1 : x2, ненульовий, то вiн має
бiльше коренiв, нiж його степiнь, що неможливо. Отже, резуль-
тант R(X1, X2) полiномiв F i G дорiвнює нулю, тому полiноми F
i G мають нетривiальний спiльний множник, а кривi Cf i Cg —
спiльну компоненту, що й потрiбно було довести.

Теорема 5.5.6. Якщо двi проективнi кривi порядку n перети-
наються в n2 точках, причому mn точок перетину лежать на
незвiднiй кривiй порядку m, то решта точок перетину лежать
на кривiй порядку n−m.

Доведення. Нехай Cf i Cg — нашi кривi з рiвняннями
f = 0 i g = 0. Розглянемо “пучок кривих” Cλf + µg, де λ, µ ∈ P з
рiвняннями λf +µg = 0. Яку б точку a проективної площини ми
не взяли, iснують λ0, µ0 ∈ P , для яких крива C = λ0f +µ0g про-
ходить через точку a. Виберемо точку a /∈ Cf ∩ Cg на незвiднiй
кривiй порядку m з формулювання теореми. Нехай це крива Ch

з рiвнянням h = 0. Тодi кривi C = λ0f + µ0g i Ch мають mn + 1
спiльних точок, тому за попередньою теоремою вони повиннi ма-
ти спiльну компоненту. Цiєю спiльною компонентою може бути
лише крива Ch, бо полiном h незвiдний. Тому λ0f + µ0g = h · h1,
де deg h1 = n − m. mn з n2 спiльних точок кривих Cf i Cg ле-
жать на кривiй Ch, тому решта (n−m)n спiльних точок повиннi
лежати на кривiй h1. Теорему доведено.



5.5. Проективнi простори та геометрiя 161

Наслiдок 5.5.7 (Теорема Паскаля). Пари протилежних сто-
рiн шестикутника, вписаного в незвiдну криву другого порядку,
перетинаються в точках, що лежать на однiй прямiй.

Доведення. Нехай l1, . . . , l6 — прямi, що проходять через послi-
довнi сторони шестикутника. Об’єднання прямих l1 ∪ l3 ∪ l5 та
l2 ∪ l4 ∪ l6 — це двi кривi третього порядку. 6 точок їх перетину
лежать на кривiй K другого порядку, отже, за попередньою те-
оремою iншi 3 точки лежать на кривiй першого порядку, тобто
на деякiй прямiй l.

.

.
.

. .

.

.

.

l1

.

l ll
l l

2
3

4 5

6

Рис. 5.5.7. Теорема Паскаля

Зауваження 5.5.1. Як ми знаємо, проективна площина одержу-
ється з афiнної площини за допомогою доповнення афiнної пло-
щини нескiнченно вiддаленою прямою. Тому афiнну геометрiю
можна вважати частиною проективної геометрiї. Виявляється,
що неевклiдовi геометрiї (геометрiю Лобачевського, геометрiю
Рiмана) теж можна вважати частинами проективної геометрiї,
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яку в свою чергу можна трактувати як один з аспектiв теорiї лi-
нiйних просторiв. (див. М. Берже, Геометрия, М.: Мир, 1984, том
2, Роздiл 19 або Ж.Дьєдонне, Линейная алгебра и элементарная
геомктрия, М.: Наука, 1972, додаток II).

Повертаючись до класичної геометрiї, теорема Паскаля стверд-
жує, зокрема таке: коли в коло (елiпс, гiперболу, параболу) впи-
сати шестикутник, пари протилежних сторiн якого не паралель-
нi, то цi пари перетинаються в точках, що лежать на однiй пря-
мiй. Точки перетину пар протилежних сторiн правильного ше-
стикутника лежать на нескiнченно вiддаленiй прямiй.

5.5.7. Точки перегину

Нехай задано незвiдну проективну
криву Cf з рiвнянням f(X1, X2, X3) = 0 над алгебрично замкне-
ним полем P характеристики нуль. Якщо a = (a1 : a2 : a3) —
проста точка кривої Cf , то, як ми бачили в п.5.5.5, всi прямi пе-
ретинають криву Cf в точцi a з кратнiстю 1, а дотична до Cf в
точцi a перетинає криву Cf з кратнiстю ≥ 2.

Означення 5.5.8. Неособливу точку a кривої Cf називають
точкою перегину , якщо дотична L до Cf в точцi a перетинає
криву з кратнiстю ≥ 3.

Нехай b = (b1 : b2 : b3) — точка, що лежить на дотичнiй L.
Запишемо для цього випадку полiном (5.5.7) з п.5.5.5

(∑

i

fi(a)bi

)
t +

(∑

i,j

fij(a)bibj

)
t2 + · · ·+ αntn.

Оскiльки кратнiсть перетину прямої L та кривої Cf в точцi a —
це кратнiсть нульового кореня останнього полiнома, то бачимо,
що означення точки перегину можна переформулювати так.

Означення 5.5.9. Неособливу точку a кривої Cf називають
точкою перегину, якщо з рiвностi

∑
i fi(a)bi = 0 випливає рiв-

нiсть ∑

i,j

fij(a)bibj = 0.
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Запишемо рiвняння дотичної L

3∑

i=1

fi(a)Xi = 0

i розглянемо криву Q другого порядку з рiвнянням

3∑

i,j=1

fij(a)XiXj = 0. (5.5.14)

Зауваження 5.5.2. З означення 5.5.9 та теореми Безу випливає,
враховуючи нескiнченнiсть поля P , що дотична L є компонен-
тою кривої Q, тобто полiном

∑
i Fi(a)xi є дiльником полiнома∑

i,j Fij(a)xixj .

Приклад 5.5.3. 1. З означення безпосередньо випливає, що ко-
жна точка прямої є її точкою перегину.

2. Невироджена крива другого порядку не має жодної точки
перегину. Справдi, кратнiсть перетину кривої другого порядку
з прямою в будь-якiй точцi не перевищує 2 (пригадайте означе-
ння кратностi перетину як кратностi кореня t = 0 многочле-
на (5.5.7)), тому що степiнь многочлена (5.5.7) дорiвнює 2 для
невиродженої кривої другого порядку.

З теореми 5.5.8 випливатиме, що неособливi кривi порядку ≥
3 мають точки перегину.

Введемо, спочатку, поняття кривої Гессе.

Означення 5.5.10. Нехай Cf – крива, визначена рiвнянням
f(X1, X2, X3) = 0. Криву H визначену рiвнянням det

[
fij(X1, X2, X3)

]
=

0 називають кривою Гессе або гессiаном кривої Cf .

Приклад 5.5.4. 1. Гессiан кривої з рiвнянням Y 2Z−X3−Z3 = 0
– це крива з рiвнянням

∣∣∣∣∣∣

−6X 0 0
0 2Z 2Y
0 2Y −6Z

∣∣∣∣∣∣
= 24X(3Z2 − Y 2) = 0.
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2. Гессiан кривої з рiвнянням XY Z = 0 є кривою з цим же
рiвнянням, тому що

det
[
(XY Z)ij

]
=

∣∣∣∣∣∣

0 Z Y
Z 0 X
Y X 0

∣∣∣∣∣∣
= 2XY Z.

Теорема 5.5.8. Нехай крива Cf визначена над алгебрично замк-
неним полем P характеристики нуль. Точками перегину кри-
вої Cf є точки перетину Cf з її гессiаном H.

Доведення. Нехай a — точка перегину. Розглянемо криву Q з рiв-
нянням (5.5.14). Дотична L до кривої Cf в точцi a є компонентою
кривої Q (див. зауваження 5.5.2). Це можливо лише тодi, коли
крива Q вироджена. Справдi, можна так вибрати систему коор-
динат, що рiвняння L має вигляд X3 = 0. У цiй системi координат
рiвняння кривої Q матиме вигляд (α1X1 + α2X2 + α3X3)X3 = 0.
Матрицею квадратичної форми (α1X1 + α2X2 + α3X3)X3 є ма-
триця

1
2




0 0 α3

0 0 α2

α3 α2 2α3




з визначником, що дорiвнює нулевi. Тому det[fij(a)] = 0 i точка a
є точкою перетину кривої Cf та її гессiана H.

Навпаки, нехай a — неособлива точка кривої Cf , для якої
H(a) = det[fij(a)] = 0. Тодi крива Q вироджена. З теореми Ой-
лера про однорiднi полiноми випливають такi рiвностi

∑3
i,j=1 fij(X1, X2.X3)XiXj = (n− 1)

∑3
i=1 fi(X1, X2, X3)Xi

= n(n− 1)f(X1, X2, X3).

Звiдси,
∑3

i,j=1 fij(a)aiaj = n(n−1)f(a) = 0, тобто точка a лежить
на кривiй Q.

Покажемо, що точка a є неособливою точкою кривої Q i за-
пишемо рiвняння дотичної до Q в точцi a. З (5.5.14) одержуємо

3∑

i=1

( 3∑

j=1

fij(a)aj

)
Xi = 0, (5.5.15)
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– рiвняння дотичної до Q в a за умов, звичайно, що точка a
неособлива i не всi коефiцiєнти

∑3
i=1 fij(a)aj для 1 ≤ i ≤ 3 ну-

льовi. Те, що вони не всi є нулями, випливає з теореми Ойлера
про однорiднi полiноми

∑
fij(a)aj = (n− 1)fi(a). Отже, a — не-

особлива точка кривої Q, а (5.5.15) — рiвняння дотичної до Q в
точцi a.

За нашим припущенням det
[
fij(a)

]
= 0, тому крива Q ви-

роджена й iснує система координат, в якiй рiвняння Q має ви-
гляд X2

1 + X2
2 = 0 або X2

1 = 0, тобто Q є парою прямих або
подвiйною прямою. Звiдси випливає, що дотична до Q в то-
чцi a мусить бути компонентою Q. Але, оскiльки

∑
j fij(a)aj =

(n− 1)fi(a), то рiвняння (5.5.15) дотичної до Q можна переписа-
ти так: (n−1)

∑3
i=1 fi(a)Xi = 0, а це й означає, що дотична до Q

в точцi a є дотичною до Cf в точцi a, тому a – точка перегину.
Теорему доведено.

Наслiдок 5.5.9. Якщо неособлива проективна крива над алгеб-
рично замкненим полем нульової характеристики має степiнь
не менший нiж 3, то вона має хоч одну точку перегину.

Доведення. Якщо крива Cf має порядок n ≥ 3, то крива H має
порядок 3(n−2) > 0 i тому H перетинає Cf хоч в однiй точцi.

5.5.8. Нормальна форма кривих третього порядку

Теорема 5.5.10. Рiвняння кожної неособливої кривої C тре-
тього порядку, визначеної над алгебрично замкненим полем ха-
рактеристики нуль, у пiдходящiй координатнiй системi може
бути записане у виглядi Y 2Z = g(X, Z), де g(X, Z) — однорiдний
полiном степеня 3, причому полiном g′(t) = g(t, 1) має рiзнi ко-
ренi.

Доведення. За наслiдком 5.5.9 крива C має хоч одну точку пе-
регину. Виберемо систему координат так, щоб ця точка мала ко-
ординати (0, 1, 0), а рiвнянням дотичної до C в цiй точцi було
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Z = 0. Запишемо рiвняння кривої C в цiй системi координат

αX3 + βY 3 + Zh(X, Y, Z) = 0,

де h(X, Y, Z) — однорiдний полiном степеня 2. Оскiльки точка
(0, 1, 0) лежить на кривiй, то β = 0, тому рiвняння кривої має
вигляд αX3 + Zh(X, Y, Z) = 0. Тепер α 6= 0, iнакше крива C
мала б рiвняння Zh(X, Y, Z) = 0 i була б звiдною, тому мала б
особливi точки.

Оскiльки рiвнянням дотичної в точцi (0, 1, 0) є Z = 0, то
∂(αX3+Zh)

∂Z (0, 1, 0) = h(0, 1, 0) 6= 0. Звiдси випливає, що у полiном
h(X,Y, Z) входить моном γY 2 з γ 6= 0. Тому рiвняння кривої C
можна записати так:

Y 2Z = δ1X
3 + δ2X

2Z + δ3XZ2 + δ4Z
3 + λ1XY Z + λ2Y Z2,

де δi, λj ∈ P . Зробимо замiну Ỹ = Y − 1
2λ1X − 1

2λ2Z, X̃ = X,
Z̃ = Z. Тодi рiвняння кривої C набуде вигляду

(Ỹ )2Z̃ = δ̃1X̃
3 + δ̃2X̃

2Z̃ + δ̃3X̃Z̃2 + δ̃4Z̃
3.

Для завершення доведення теореми залишилося показати, що
полiном δ̃1t

3+ δ̃2t
2+ δ̃3t+ δ̃4 не має кратних коренiв. Якби вiн мав

кратний корiнь t = τ , то за допомогою замiни X = X̃ − τZ̃, Y =
Ỹ , Z = Z̃ ми одержали б рiвняння кривої C у такому виглядi:

Y
2
Z = X

2(X − µZ).

У цiй системi координат точка з координатами (0, 0, 1) є особли-
вою точкою кривої C (всi частковi похiднi ∂

∂X
, ∂
∂Y

, ∂
∂Z

дорiвню-
ють нулю в цiй точцi). Одержали суперечнiсть. Теорему доведе-
но.

Зауваження 5.5.3. Множина точок проективної кривої третього
порядку з рiвнянням Y 2Z = αX3 + βX2Z + γXZ2 + δZ3 скла-
дається з точок (X : Y : 1), де (X,Y ) — точка афiнної кривої з
рiвнянням Y 2 = αX3 + βX2 + γX + δ, i одної нескiнченно вiдда-
леної точки (0, 1, 0).



5.5. Проективнi простори та геометрiя 167

Зауваження 5.5.4. Властивiсть точки кривої бути неособливою
не залежить вiд вибору системи координат. Справдi, зв’язок коор-
динат точки в рiзних системах координат виражається форму-
лою 


X1

X2

X3


 = A




X ′
1

X ′
2

X ′
3


 ,

де A = [αij ] — невироджена матриця. З формули диференцiюван-
ня полiномiв-“складних функцiй” (див. додаток, твердження ??)
одержуємо, враховуючи частковi похiднi вiд обох частин рiвностi
f(X) = f(AX ′) def= g(X ′) (f(X) означає f(X1, X2, X3) i аналогiчнi
значення мають вирази f(AX ′) та g(X ′)),

( ∂g

∂X ′
1

,
∂g

∂X ′
2

,
∂g

∂X ′
3

)
=

( ∂f

∂X1
,

∂f

∂X2
,

∂f

∂X3

)
AT .

З невиродженностi матрицi A одержуємо, що трiйка( ∂g
∂X′

1
(a′), ∂g

∂X′
2
(a′), ∂g

∂X′
3
(a′)

)
ненульова тодi й лише тодi, коли не-

нульова трiйка
( ∂f

∂X1
(a), ∂f

∂X2
(a), ∂f

∂X3
(a)

)
.

5.5.9. Проективна класифiкацiя кривих другого по-
рядку

Крива другого порядку — це множина точок проективної пло-
щини, координати яких (ξ1 : ξ2 : ξ3) задовольняють рiвняння

3∑

i,j=1

αijXiXj = 0. (5.5.16)

Зведемо квадратичну форму

3∑

i,j=1

αijXiXj (5.5.17)
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до канонiчного вигляду ε1Y
2
1 + ε2Y

2
2 + ε3Y

2
3 . Тут




X1

X2

X3


 = C




Y1

Y2,
Y3


 ,

де C ∈ GL3(P ) — невироджена матриця. Отже, iснує система
координат проективної площини, в якiй крива другого порядку
має рiвняння

ε1X
2
1 + ε2X

2
2 + ε3X

3
3 = 0, (5.5.18)

де ε1, ε2, ε3 ∈ P . Використовуючи канонiчний вигляд (5.5.18) рiв-
няння кривої другого порядку, можна класифiкувати кривi дру-
гого порядку. Ми вже класифiкували афiннi кривi другого по-
рядку в попередньому параграфi. З теореми 5.5.11 випливає, що
проективна класифiкацiя дiйсних i комплексних кривих другого
порядку є простiшою порiвняно з афiнною класифiкацiєю.

Теорема 5.5.11. Нехай Q — проективна крива другого порядку
з рiвнянням (5.5.16) над полем дiйсних чисел. Iснує база прое-
ктивної площини, в якiй рiвняння кривої Q має одну з таких
форм:

1) X2
1 + X2

2 −X2
3 = 0 — невироджена непорожня крива;

2) X2
1 + X2

2 + X2
3 = 0 — невироджена порожня крива;

3) X2
1 + X2

2 = 0 — точка (0, 0, 1);
4) X2

1 −X2
2 = 0 — пара прямих, що перетинаються;

5) X2
1 = 0 — пара прямих, що збiгається.

Доведення. Зведемо квадратичну форму з (5.5.16) до нормаль-
ного вигляду. Тодi в новiй системi координат рiвняння кривої
має вигляд (5.5.18), де ε1, ε2, ε3 ∈ {0,−1, 1}. Якщо всi εi 6= 0, то
одержуємо тип 1) або 2), залежно чи εi мають рiзнi знаки, чи нi.
Тип 3) або 4) одержуємо у випадку, коли ранг форми

∑3
i=1 εiX

2
i

дорiвнює 2, а тип 5) — коли цей ранг дорiвнює 1.

Зауваження 5.5.5. У випадку проективних кривих другого по-
рядку над полем C кiлькiсть типiв кривих ще зменшується — їх
залишається три:
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1) X2
1 + X2

2 + X2
3 = 0 — невироджена крива;

2) X2
1 + X2

2 = 0 — пара прямих, що перетинаються;
3) X2

1 = 0 — подвiйна пряма.

Розглянемо невироджену непорожню криву над полем R. Не-
вироджена замiна Y3 = X1, Y2 = X3 −X2, Y3 = X3 + X2 показує,
що рiвняння такої кривої можна записати у виглядi

Y 2
3 = Y1Y2. (5.5.19)

Означення 5.5.11. Проективну криву другого порядку над по-
лем P називають невиродженою, якщо ранг вiдповiдної квад-
ратичної форми (5.5.17) дорiвнює 3 i непорожньою, якщо iснує
точка проективної площини, що лежить на цiй кривiй.

Теорема 5.5.12. Нехай Q — невироджена непорожня проек-
тивна крива над полем P , char P 6= 2. Iснує база проективної
площини, в якiй рiвняння кривої Q має вигляд (5.5.19).

Доведення. Нехай P(V ) — наша проективна площина,
dim V = 3. Нехай A(x, x) —- квадратична форма простору V ,
A(X, X) = 0 — рiвняння нашої кривої. Оскiльки крива непо-
рожня, то iснує вектор e1 ∈ V з A(e1, e1) = 0, оскiльки вона
невироджена, то iснує вектор e3 ∈ V для якого A(e1, e3) 6= 0.
Можна вважати (домноживши e3 на скаляр), що A(e1, e3) = 1.
Якщо A(e3, e3) 6= 0, то розглянемо замiсть e3 вектор e3+λe1. Ма-
ємо, A(e1, e3 + λe1) = A(e1, e3) = 1. Далi A(e3 + λe1, e3 + λe1) =
A(e3, e3) + 2λ = 0 для λ = −1

2A(e3, e3). Тому можемо вважати,
що e1 i e3 такi, що A(e1, e1) = A(e3, e3) = 0. A(e1, e3) = 1. Пiд-
беремо вектор e2 /∈ L(e1, e3) так, щоб A(e1, e2) = A(e2, e3) = 0.
Для цього нехай a /∈ L(e1, e3). Приймемо e2 = a + αe1 + βe3, де
β = −A(e1, a), α = −A(a, e3). В базi e1, e2, e3 матриця квадрати-
чної форми A(X, X) має вигляд




0 0 1
0 c 0
1 0 0


 ,
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де c = A(e2, e2); c 6= 0, оскiльки A(X, X) невироджена. Отже, в
цiй базi рiвняння нашої кривої має вигляд 2X1X3 + cX2

2 = 0 або
(−2cX1)X3− (cX2)2 = 0, або Y1Y2 = Y 2

3 , де Y1 = −2cX1, Y2 = X3,
Y3 = cX2. Теорему доведено.

Зауваження 5.5.6. Проективна крива з рiвнянням (5.5.16) цiл-
ком задана, якщо задано шiсть елементiв α11, α12, α13, α22, α23, α33.
Оскiльки при домноженнi рiвняння (5.5.16) на ненульовий ска-
ляр одержується та сама крива, то проективнi кривi другого по-
рядку є у бiєктивнiй вiдповiдностi з точками (α11 : α12 : α13 :
α22 : α23 : α33) п’ятивимiрного проективного простору.

5.5.10. Параметризацiя кривих другого порядку

Розглянемо невироджену непорожню криву C другого порядку
в проективнiй площинi над полем P , char P 6= 2. Теорема 5.5.12
стверджує, що iснує система координат, в якiй рiвняння кривої C
має вигляд X1X3 = X2

2 . Нехай P1 =
{
(u : v) | u, v ∈ P

}
—

проективна пряма.

Теорема 5.5.13. Вiдображення (u : v) F7→ (u2 : uv : v2) задає
бiєктивну вiдповiднiсть множин точок прямої P1 i кривої C.

Доведення. Пiдстановка ξ1 = u2, ξ2 = uv, ξ3 = v2 показує, що
точка (u2 : uv : v2) лежить на кривiй C. Розглянемо вiдображе-
ння G з множини точок кривої C у множину точок прямої P1

(ξ1 : ξ2 : ξ3)
G7→ (ξ1 : ξ2) = (ξ2 : ξ3)

=

{
(ξ1 : ξ2), якщо (ξ1, ξ2) 6= (0, 0),
(ξ2 : ξ3) = (0 : 1), якщо (ξ1, ξ2) = (0, 0).
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Вiдображення F i G є взаємно оберненими. Справдi,

(u, v) F7→ (u2 : uv : v2)

G7→
{

(u2 : uv) = (u : v), якщо u 6= 0,

(uv : v2) = (u : v), якщо u = 0
= (u : v),

(ξ1 : ξ2 : ξ3)
G7→ (ξ1 : ξ2) = (ξ2 : ξ3)

F7→
{

(ξ2
1 : ξ1ξ2 : ξ1ξ3), якщоξ1 6= 0,

(ξ1ξ3 : ξ2ξ3 : ξ2
3), якщо ξ3 6= 0

= (ξ1 : ξ2 : ξ3).

Теорему доведено.

Зауваження 5.5.7. З попередньої теореми можна, зокрема, одер-
жати формулу для пiфагорових трiйок. Щоб знайти розв’язки
рiвняння X2 + Y 2 = Z2 над полем P , char P 6= 2, запишемо його
у виглядi Y 2 = Z2 −X2 або Y ′2 = X ′Z ′, де Y ′ = Y , X ′ = Z −X,
Z ′ = Z + X. Приймемо X ′ = 2v2, Y ′ = 2uv, Z ′ = 2u2. Одержимо
X = u2 − v2, Y = 2uv, Z = u2 + v2. Зокрема, всi нетривiаль-
нi розв’язки рiвняння X2 + Y 2 = Z2 у полi Q мають вигляд
X = u2 − v2, Y = 2uv, Z = u2 + v2, де u, v ∈ Q i u, v не дорiв-
нюють одночасно нулю. Можна переконатися, що цiлi розв’язки
рiвняння X2 + Y 2 = Z2 мають вигляд m2 − n2, 2mn, m2 + n2,
де m i n — цiлi числа.

5.6. Вправи

1. Знайти всi пiдпростори двовимiрного афiнного простору.
Записати рiвняння, якi задають одновимiрнi пiдпростори.
Знайти умови паралельностi одновимiрних пiдпросторiв.

2. Описати всi пiдпростори тривимiрного афiнного простору.
Записати рiвняння, що задають одновимiрнi та двовимiрнi
пiдпростори (прямi та площини). Знайти умови паралельнос-
тi двох прямих, прямої i площини та двох площин.

3. Довести, що iзоморфiзми афiнних просторiв зберiгають роз-
мiрнiсть пiдпросторiв.
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4. Довести, що iзоморфiзми афiнних просторiв зберiгають па-
ралельнiсть.

5. Нехай A — афiнний простiр розмiрностi n над скiнченним
полем з q елементiв. Знайти кiлькiсть точок простору A,
кiлькiсть елементiв групи всiх афiнних iзоморфiзмiв проc-
тору V в себе та кiлькiсть афiнних пiдпросторiв заданої
розмiрностi m, 0 ≤ m ≤ n.

6. Описати афiннi автоморфiзми φ афiнного простору A, для
яких φ2 = 1A або φ2 = φ.

7. Написати рiвняння поверхнi 2-го порядку, що має центр в
точцi a0 з координатами (X0, Y0, Z0).

8. Знайти центри поверхонь X2 + Y 2 + Z2 + 2XY − 2Y Z +
6XZ + 2X − 6Y − 2Z = 0 та 4XY + 4XZ − 4Y − 4Z − 1 = 0.

9. Знайти канонiчнi рiвняння наступних поверхонь:

X2 + 5Y 2 + Z2 + 2XY + 6XZ + 2Y Z − 2X + 6Y + 2Z = 0,

2X2 + Y 2 + 2Z2 − 2XY + 2Y X + 4X − 2Y = 0,

7X2 + 6Y 2 + 5Z2 − 4XY − 4Y Z − 6X − 24Y + 18Z + 3 = 0,

2X2 + 2Y 2 − 5Z2 + 2XY − 2X − 4Y − 4Z + 2 = 0,

X2 + 5Y 2 + Z2 + 2XY + 6XZ + 2Y Z − 2X + 6Y + 2Z = 0.

10. Довести, що вiдношення паралельностi пiдпросторiв одна-
кової розмiрностi афiнного простору є вiдношенням еквiва-
лентностi.

11. Перевiрити, що проективний простiр P(Kn) над скiнченним
полем K з q елементiв складається з 1 + q + · · ·+ qn точок.

12. В умовах попередньої задачi перевiрити, що простiр P(Kn)
має

(qn+1 − 1)(qn+1 − q) . . . (qn+1 − qm)
(qm+1 − 1)(qm+1 − q) . . . (qm+1 − qm)
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m-вимiрних пiдпросторiв.

13. Довести, що група проективних автоморфiзмiв простору
P(Kn+1), де K — скiнченне поле з q елементiв складається
з (qn+1 − 1)(qn+1 − q) . . . (qn+1 − qn−1)qn автоморфiзмiв.

14. Нехай гiперплощина проективного простору P не мiстить
деякий пiдпростiр розмiрностi r. Довести, що її перетин
з цим пiдпростором є проективним простором розмiрностi
r − 1.

15. Довести, що перетин r гiперплощин проективного простору
розмiрностi n має розмiрнiсть ≥ r.

16. Нехай подвiйне вiдношення [a1, a2, a3, a4] чотирьох точок
проективної прямої дорiвнює r. Довести, що

а)[a1, a2, a3, a4] = [a2, a1, a4, a3] = [a3, a4, a1, a2] =
[a4, a3, a2, a1] = r;

б)[a1, a2, a4, a3] = r−1, [a1, a3, a2, a4] = 1− r, [a1, a3, a4, a2] =
(1 − r)−1, [a1, a4, a2, a3] = (r − 1)r−1, [a1, a4, a3, a2] = r(r −
1)−1.

17. Знайти особливi точки кривих над полями R i C, якi мають
такi рiвняння: X3 −X2 + Y 2 = 0, X3 + X2 + Y 2 = 0, X3 −
Y 2 = 0, 2X4 − 3X2Y + Y 2 − 2Y 3 + Y 4 = 0, X4 + X2Y 2 −
2X2Y −XY 2 + Y 2 = 0, (X2 + Y 2)2 + 3X2Y − Y 3 = 0, (X2 +
Y 2)3− 4X2Y 2 = 0, Y 6−X3Y 2−X5 = 0. У випадку поля R
побудувати ескiзи графiкiв цих кривих.

18. При яких значеннях k крива над полем C з рiвнянням X3+
Y 3+Z3+k(X+Y +Z)3 = 0 має не менше нiж одну особливу
точку?

19. Довести, що крива XY 2+Y Z2+ZX2+X2Y +Y 2Z+Z2X +
kXY Z = 0 є неособливою, якщо k 6= 2, 3, 6.

20 Довести, що iснують неособливi кривi будь-якого заданого
порядку n.
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21. Знайти точки перетину таких пар кривих

а) X(Y 2 −XZ)2 − Y 5 = 0, Y 4 + Y 3Z −X2Z2 = 0.

б) X3 − Y 3 − 2XaZ = 0, 2X3 − 4X2Y − 3XY 2 − Y 3 −
2X2Z = 0.

22. Знайти всi рацiональнi розв’язки рiвняння X2 + Y 2 = 5.

23 Довести, що крива Y 2 = X3 + aX + b тодi й лише тодi не-
особлива, коли полiном X3+aX+b не має кратних коренiв.

24 Знайти всi рацiональнi точки кривої Y 2 = X3(X − 1). Зна-
йти всi точки з цiлими координатами цiєї кривої.

Вправи 25–28 присвяченi основним поняттям лiнiйного
програмування. Див. п.5.2.5 i §4 частини 3 книги
А.I. Кострiкiна та Ю.I. Манiна [?], звiдки запозиченi цi
вправи.

25. Довести, що перетин родини граней i грань гранi випуклої
множини S афiнного простору над полем R є гранню S.

26. Нехай S — многогранник в афiнному просторi над полем R,
заданий нерiвностями fi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, де fi — афiнно-
лiнiйнi функцiї. Довести, що для кожного i многогранник
Si = S ∩ {a | fi(a) = 0} або порожнiй, або є гранню S.

27. Довести, що нестала афiнно-лiнiйна функцiя f на много-
граннику S = {a | fi(a) ≥ 0} не може набувати максималь-
ного значення в точцi a ∈ S, для якої всi fi > 0.

28. Нехай афiнно-лiнiйна функцiя f обмежена зверху на много-
граннику S афiнного простору над полем R. Довести, що f
набуває максимального значення у всiх точках деякої гранi,
що теж є многогранником. Якщо S обмежений, то f набу-
ває максимального значення у деякiй вершинi S.



Роздiл 6.

Модулi
6.1. Модулi та їхнi гомоморфiзми

6.1.1. Означення та приклади

Означення 6.1.1. Нехай R — кiльце з 1. Абелеву групу (M, +)
називають (лiвим) R-модулем, якщо задана зовнiшня алгебраї-
чна операцiя множення елементiв кiльця R на елементи з M , яка
задовольняє наступнi аксiоми:

1) ∀α, β ∈ R, ∀m ∈ M (αβ)m = α(βm);
2) ∀α, β ∈ R, ∀m ∈ M (α + β)m = αm + βm;
3) ∀α ∈ R, ∀m,n ∈ M , α(m + n) = αm + αn;
4) ∀m ∈ M 1 ·m = m.

Приклад 6.1.1. 1. Лiнiйний простiр V над полем P є, очевидно,
P -модулем. Тому поняття R-модуля є узагальненням поняття
лiнiйного простору.

2. Кожне кiльце R з 1 є R-модулем. Якщо I — лiвий iдеал
кiльця R, то I є R-модулем.

3. Будь-яка абелева група A є Z-модулем, якщо визначити
множення елементiв з A на цiлi числа так:

na =





a + · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n

, якщо n > 0,

0, якщо n = 0,

(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−n

, якщо n < 0.

175
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4. Нехай V — лiнiйний простiр над полем P , R = P [X]
— кiльце полiномiв над P . Задати на V структуру R-модуля
означає просто задати лiнiйний оператор φ ∈ HomV . Справдi,
якщо V — R-модуль, то, зокрема, визначене множення елемен-
тiв з V на одночлен X. Це множення задовольняє властивостi

X(v1 + v2) = Xv1 + Xv2, X(λv) = (Xλ)v = (λX)v = λ(Xv),

де v1, v2, v ∈ V , λ ∈ P . Тому маємо лiнiйний оператор φ ∈
Hom V , для якого φ(v) = Xv.

Навпаки, якщо задано лiнiйний оператор φ ∈ HomV , то для
v ∈ V i α0 + α1X + · · ·+ αnXn ∈ P [X], то означимо

(α0 + α1X + · · ·+ αnXn)v = α0v + α1φ(v) + · · ·+ αnφn(v).

Легко переконатися в тому, що так означене множення задо-
вольняє аксiоми 1)–4) з означення модуля.

Цi приклади засвiдчують, що поняття R-модуля є досить за-
гальним. Вивчаючи модулi, одночасно вивчаємо окремi аспекти
теорiї лiнiйних просторiв, кiлець та iдеалiв, абелевих груп i лi-
нiйних операторiв.

Ми означили лiвi R-модулi. Записуючи елементи кiльця спра-
ва вiд елементiв модуля при їх перемноженнi, можна означити
правi R-модулi. Надалi обмежимося розглядом лiвих R-модулiв,
якi будемо називати R-модулями, або модулями, тобто термiн M
— R-модуль означатиме M — лiвий R-модуль.

6.1.2. Пiдмодулi. Сума та перетин пiдмодулiв

Означення 6.1.2. Пiдмножину N R-модуля M називають пiд-
модулем модуля M , якщо N має такi властивостi:

1) ∀n1, n2 ∈ N n1 + n2 ∈ N ;
2) ∀α ∈ R, ∀n ∈ N αn ∈ N .

Легко переконатися, що кожний пiдмодуль R-модуля M сам
є R-модулем стосовно тих самих операцiй, що i M .
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Приклад 6.1.2. Якщо V — P -модуль, де P — поле, то пiдмо-
дулi модуля V — це просто пiдпростори лiнiйного простору V .
Кожний iдеал кiльця R є пiдмодулем R-модуля R. Кожна пiд-
група абелевої групи A — це пiдмодуль Z-модуля A.

Означення 6.1.3. Нехай N1 i N2 — пiдмодулi модуля M . Пiд-
множина N1+N2 = {n1+n2 | n1 ∈ N1, n2 ∈ N2} є пiдмодулем мо-
дуля M , який називають сумою пiдмодулiв N1 i N2. Теоретико-
множинний перетин N1∩N2 двох пiдмодулiв є пiдмодулем, який
називають перетином пiдмодулiв N1 i N2.

Той факт, що сума та перетин пiдмодулiв є пiдмодулями, пе-
ревiряється так само, як вiдповiдний факт для суми та перетину
пiдпросторiв лiнiйного простору. Зауважимо, що суму i перетин
можна означити для довiльної родини {Ni}i∈I пiдмодулiв; пере-
тин

⋂
i∈I Ni — це теоретико-множинний перетин, а сума

∑
i∈I Ni

— це множина всiх скiнченних сум nk1 + · · ·+ nkr , де nki ∈ Nki .

Означення 6.1.4. Суму N1 + · · · + Nr пiдмодулiв називають
прямою сумою i позначають N1 ⊕ · · · ⊕Nr, якщо з рiвностi n1 +
· · ·+nr = n′1 + · · ·+n′r, де ni, n

′
i ∈ Ni, випливає ni = n′i для всiх i,

1 ≤ i ≤ r.

Твердження 6.1.1. Сума N1 + · · · + Nr є прямою сумою тодi
й лише тодi, коли

N1 ∩ (N2 + · · ·+ Nr) = {0},
. . . . . .

Nr−1 ∩Nr = {0}.
Доведення дослiвно повторює доведення вiдповiдного факту

для лiнiйних просторiв. Далi в п.6.1.6 розглянемо поняття прямої
суми модулiв детальнiше.

6.1.3. Фактор-модуль

Нехай N — пiдмодуль R-модуля M . Розглянемо фактор-групу
M/N абелевої групи M за пiдгрупою N . Введемо на фактор гру-
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пi M/N структуру R-модуля, визначивши множення сумiжних
класiв m = m + N на елементи з кiльця R таким способом:

λm = λm.

Перевiримо, що це множення означене коректно, тобто не зале-
жить вiд вибору представникiв у сумiжних класах. Нехай m1 =
m2. Це означає, що m1 − m2 = n ∈ N . Якщо λ ∈ R, то λm1 −
λm2 = λ(m1 −m2) = λn ∈ N , бо N — пiдмодуль. Отже, λm1 =
λm2 i λm1 = λm2.

Залишається перевiрити, що множення елементiв кiльця на
елементи фактор-групи M/N задовольняє всi аксiоми 1)–4) з оз-
начення модуля. Ця перевiрка дуже проста. Наприклад, перевiр-
ка аксiоми 2): (α + β)m = (α + β)m = αm + βm = αm + βm =
αm + βm. Отже, M/N — R-модуль.

Означення 6.1.5. R-модуль M/N називають фактор-модулем
модуля M за пiдмодулем N .

6.1.4. Гомоморфiзми модулiв. Теореми про гомомор-
фiзми

Означення 6.1.6. Нехай M1 i M2 — R-модулi. Вiдображення
φ : M1 → M2 називають гомоморфiзмом модулiв, якщо

φ(a + b) = φ(a) + φ(b) для всiх a, b ∈ M1,

φ(λa) = λφ(a) для всiх λ ∈ Ria ∈ M1.

Порiвняйте це означення з означенням гомоморфiзму лiнiй-
них просторiв. Гомоморфiзм абелевих груп A1 i A2 є гомоморфi-
змом Z-модулiв A1 i A2.

З кожним гомоморфiзмом модулiв пов’язанi два пiдмодулi:
ядро i образ гомоморфiзму.

Означення 6.1.7. Нехай φ : M1 → M2 — гомоморфiзм R-модулiв.
Ядром Kerφ гомоморфiзму φ називають пiдмножину Kerφ =
{m ∈ M1 | φ(m) = 0}, а образом — пiдмножину Imφ = {m′ ∈
M2 | ∃m ∈ M1, f(m) = m1}.
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Дуже легко перевiрити, що Kerφ — пiдмодуль модуля M1, а
Imφ — пiдмодуль модуля M2.

Бiєктивний гомоморфiзм модулiв називають iзоморфiзмом.
Нехай N — пiдмодуль модуля M . Вiдображення F : M → M/N ,
яке кожному елементу m ∈ M ставить у вiдповiднiсть сумiжний
клас з представником m, F (m) = m є коректно визначеним го-
моморфiзмом модулiв M i M/N . Це вiдображення F називають
канонiчним гомоморфiзмом. Окiльки F (λa + µb) = λa + µb =
λa + µb = λF (a) + µF (b), то F — гомоморфiзм.

Теорема 6.1.2. Нехай f : M1 → M2 — гомоморфiзм R-модулiв.
Тодi iснує iзоморфiзм f̄ : M1/Kerf → Imf .

Доведення. Для x ∈ M1 приймемо f̄(x) = f(x). Зрозумiло, що f̄
— вiдображення. Справдi, якщо x1 = x2, то x1 − x2 = u ∈ Ker f
i ми маємо f(x1)− f(x2) = f(x1 − x2) = f(u) = 0, тобто f(x1) =
f(x2), тому f(x1) = f(x2).

Вiдображення f̄ є гомоморфiзмом оскiльки f̄(αa+βb) = f̄(αa + βb) =
f(αa + βb) = αf(a) + βf(b) = αf̄(a) + βf̄(b).

Сюр’єктивнiсть f̄ очевидна з означення. Залишається пере-
вiрити, що f̄ — iн’єктивний гомоморфiзм. Якщо f̄(x1) = f̄(x2),
то 0 = f(x1) − f(x2) = f(x1 − x2), отже, x1 − x2 ∈ Kerf , тому
x1 = x2.

Теорема 6.1.3. Нехай N i P — пiдмодулi R-модуля M , P ⊂
N ⊂ M . Тодi N/P є пiдмодулем модуля M/P й iснує iзоморфiзм
M/P

/
N/P → M/N .

Доведення. Розглянемо вiдображення g : M/P → M/N , g(a +
P ) = a+N . Легко переконуємося, що g — гомоморфiзм. Справдi,
g(λ1(a1+P )+λ2(a2+P )) = g(λ1a1+λ2a2+P ) = λ1a1+λ2a2+N =
λ1(a1+N)+λ2(a2+N) = λ1g(a1+P )+λ2g(a2+P ). Сюр’єктивнiсть
гомоморфiзму g очевидна. Знайдемо його ядро: Kerg = {a + P |
a + N = N} = {a + P | a ∈ N} = N/P . Тепер теорема випливає
з теореми 6.1.2. M/P

/
Ker g = M/P

/
N/P = Im g = M/N .
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Теорема 6.1.4. Нехай N i P — два пiдмодулi R-модуля M . Iснує
iзоморфiзм R-модулiв (N + P )/P → N/(N ∩ P ).

Доведення. Розглянемо вiдображення h : N → (N + P )/P , де
h(a) = a+P ∈ (N+P )/P . Якщо a ∈ N , b ∈ P , то a+b+P = a+P .
Це означає, що вiдображення h — сюр’єктивне. Пропонуємо са-
мостiйно переконатися в тому, що h є гомоморфiзмом. Знайдемо
ядро h: Kerh = {a ∈ N | a + P = P} = {a ∈ N | a ∈ P} = N ∩ P .
За теоремою 6.1.2 маємо N/Kerh = N/(N ∩ P ) ∼= Imh = (N +
P )/P , що i треба було довести.

Зауваження 6.1.1. 1. Якщо в попереднiх трьох теоремах M,M1,M2, N
i P є Z-модулями, то одержуємо теореми про гомоморфiзми абе-
левих груп.

2. Щоб легше запам’ятати формулювання теореми 6.1.4, її
трактують як твердження про “рiвнiсть протилежних сторiн па-
ралелограма”.

N + P

GG
GG

GG
GG

G

P

N+P/P wwwwwwwww

GG
GG

GG
GG

G N

N ∩ P
N/N∩P

wwwwwwwww

6.1.5. Скiнченно-породженi та циклiчнi модулi

Означення 6.1.8. Нехай M — R-модуль, S — пiдмножини мно-
жини M . Множина R〈S〉, що складається з усiх скiнченних сум∑

i αisi, де αi ∈ R, si ∈ S є пiдмодулем модуля M . Пiдмо-
дуль R〈S〉 називають породженим множиною S. Якщо M =
R〈S〉, то модуль M називають породженим множиною S, а еле-
менти множини S називаютьтвiрними модуля M . Якщо множи-
на S скiнченна, то M = R〈S〉 називають скiнченно породженим
модулем. У випадку, коли множина S складається з одного еле-
мента s, R-модуль R〈s〉 називають циклiчним i позначають (s).
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Якщо кiльце R є полем, то скiнченно породжений модуль M
— це скiнченновимiрний лiнiйний простiр. Як вiдомо, вiн має ба-
зу, тобто iснує така система елементiв e1, . . . , en ∈ M , що кожний
елемент a ∈ M однозначно подається у виглядi a =

∑n
i=1 λiei.

Якщо R не є полем, то це не так. Найпростiший приклад: роз-
глянемо Z-модуль Z/2Z. Тут 2 · 1 = 0 · 1, тому 0 ∈ Z/2Z не запи-
сується однозначно у виглядi лiнiйної комбiнацiї єдино можливої
в цьому випадку мiнiмальної системи твiрних.

Означення 6.1.9. R-модуль M = R〈E〉 називають вiльним, по-
родженим множиною E, якщо кожний елемент a ∈ M однозна-
чно записується у виглядi суми

∑
i αiei, де αi ∈ R, bi ∈ E. Мно-

жину E називають базою вiльного модуля R〈E〉.
Приклад 6.1.3. Розглянемо множину Rn = {(α1, . . . , αn) | αi ∈
R} з покомпонентними додаванням i множенням на елементи
з R, тобто

(α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn),
γ(α1, . . . , αn) = (γα1, . . . , γαn).

Rn є R-модулем. Кожний елемент a = (α1, . . . , αn) ∈ Rn одно-
значно записується у виглядi суми

∑n
i=1 αiei, де e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en =

(0, . . . , 0, 1). Цей приклад засвiдчує, що для кожного додатного
натурального числа n iснує вiльний модуль породжений мно-
жиною з n елементiв.

Твердження 6.1.5. Кожний скiнченно породжений R-модуль
iзоморфний фактор-модулю вiльного модуля.

Доведення. Нехай M = R〈S〉, S = {s1, . . . , sn}. Розглянемо вiд-
ображення f : Rn → R〈S〉 для якого f

(∑n
i=1 αiei

)
=

∑n
i=1 αisi, де

e1, . . . , en — база вiльного модуля Rn. Зрозумiло, що f — сюр’єк-
тивний гомоморфiзм. За теоремою 6.1.2 про гомоморфiзм маємо
R〈S〉 ' Rn/Kerf .

Застосуємо це твердження до випадку, коли модуль M є ци-
клiчним.
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Наслiдок 6.1.6. Нехай M = (s) — циклiчний R-модуль, пород-
жений елементом s ∈ M . Тодi M ' R/Ann s, де

Ann s = {α ∈ R | αs = 0}

— iдеал, що складається з усiх елементiв кiльця R, для яких
αs = 0. Iдеал Ann s називають анулятором s.

Доведення. Як i в доведеннi попереднього твердження розгляне-
мо гомоморфiзм

f : R → (s), f(α) = αs.

Тодi M ∼= R/Kerf , де Kerf = Anns.

6.1.6. Прямi суми та прямi добутки модулiв

Поняття прямої суми пiдмодулiв, розглянуте у п.6.1.2, узагаль-
нюється на випадок довiльної (не обов’язково скiнченної) родини
пiдмодулiв.

Означення 6.1.10. Нехай {Mi}i∈I — сiм’я пiдмодулiв R-моду-
ля M . M називають прямою сумою пiдмодулiв Mi, якщо кожний
елемент a ∈ M однозначно записується у виглядi скiнченної суми
a = ai1 + · · ·+ air , де aik ∈ Mik .

Приклад 6.1.4. Кiльце полiномiв Z[X] з цiлими коефiцiєнтами
вiд одної змiнної є Z-модулем. Z-модуль Z[X] є прямою сумою
нескiнченної сiм’ї циклiчних пiдмодулiв (1) = Z, (X) = ZX, . . . ,
(Xn) = ZXn, . . . . Z-модуль Z[X]n, що складається з многочленiв
степеня не бiльшого нiж n – пряма сума скiнченної сiм’ї цик-
лiчних пiдмодулiв (1), (X), . . . , (Xn). Зауважимо, що Z-модулi
Z[X] та Z[X]n – вiльнi модулi, породженi, вiдповiдно, елемен-
тами 1, X, . . . ,Xn, . . . та 1, X, . . . ,Xn.

Крiм прямих сум, розглядають ще прямi добутки модулiв.
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Означення 6.1.11. Нехай {Mi}i∈I — сiм’я R-модулiв. Прямий
добуток

∏
i∈I Mi R-модулiв Mi — це R-модуль, елементами якого

є вiдображення f : I → ⋃
i∈I Mi, де f(i) ∈ Mi, а операцiї додаван-

ня та множення на λ ∈ R означаються так: (f +g)(i) = f(i)+g(i),
(λf)(i) = λf(i).

Звичайно, той факт, що прямий добуток
∏

i∈I Mi є R-модулем,
потребує перевiрки. Пропонуємо читачевi виконати самостiйно
цю перевiрку.

Елементи прямого добутку
∏

i∈I Mi можна трактувати як
“вектори” (. . . , mi, . . . ), де mi = f(i) ∈ Mi, з покомпонентним
додаванням та множенням на λ ∈ R. Кожний модуль Mi iзомор-
фний пiдмодулю прямого добутку, що складається з векторiв
(. . . , 0, . . . , mi, . . . , 0, . . . ), в яких елементи i-ої компонента mi на-
лежать пiдмодулю Mi, а всi iншi компоненти дорiвнюють нулю.

Прямий добуток скiнченної родини R-модулiв M1, . . . , Mr поз-
начають M1×· · ·×Mr або M1⊕· · ·⊕Mr, оскiльки у цьому випадку
пряма сума та прямий добуток iзоморфнi.

Теорема 6.1.7. R-модулi M1 × · · · ×Mr та M1 ⊕ · · · ⊕Mr iзо-
морфнi.

Доведення. Розглянемо вiдображення

f : M1 × · · · ×Mr → M1 ⊕ · · · ⊕Mr,

f
(
(m1, . . . , mr)

)
= m1 + · · · + mr. З означення прямої суми ви-

пливає, що f — сюр’єктивне вiдображення. Покажемо, що f –
гомоморфiзм R-модулiв

f
(
(m1, . . . ,mr) + (m′

1, . . . , m
′
r)

)
= f

(
(m1 + m′

1, . . . , mr + m′
r)

)
=

= (m1 + m′
1) + · · ·+ (mr + m′

r) = (m1 + · · ·+ mr) + (m′
1 + · · ·+ m′

r) =
= f

(
(m1, . . . , mr)

)
+ f

(
(m′

1, . . . , m
′
r)

)
;

f
(
λ(m1, . . . ,mr)

)
= f

(
(λm1, . . . , λmr)

)
=

= λm1 + · · ·+ λmr = λ(m1 + · · ·+ mr) =
= λf

(
(m1, . . . ,mr)

)
.
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Обчислимо тепер Kerf =
{
(m1, . . . , mr) | m1 + · · ·+ mr = 0

}
;

m1 + · · · + mr = 0 тодi й лише тодi, коли m1 = · · · = mr = 0,
оскiльки m1 + · · ·+mr ∈ M1⊕· · ·⊕Mr i mi ∈ Mi. Отже, Kerf = 0
i f — iзоморфiзм.

За допомогою прямих добуткiв будують новi R-модулi з уже
заданих R-модулiв. Навпаки, розклад заданого R-модуля в пря-
му суму (чи прямий добуток) є важливою задачею теорiї модулiв.
Далi ми покажемо, що кожний скiнченнопороджений Z-модуль
(тобто скiнченно породжена абелева група) iзоморфний прямiй
сумi циклiчних модулiв

Z⊕ · · · ⊕ Z⊕ Z/m1Z⊕ · · · ⊕ Z/mrZ.

6.2. Модулi над евклiдовими кiльцями

6.2.1. Елементарнi перетворення

Нехай A ∈ Mm, n(R), тобто A — матриця з m рядками i n стов-
пцями з елементами з комутативного кiльця R з 1. Вивчаючи
системи лiнiйних рiвнянь, розглядають елементарнi перетворен-
ня матриць. Пригадаємо таке означення.

Означення 6.2.1. Елементарним перетворенням матрицi A
називають одне з таких перетворень:

1) перестановка двох рядкiв (стовпчикiв) матрицi A;
2) додавання до i-го рядка (стовпчика) матрицi A j-го рядка

(стовпчика), домноженого на λ ∈ R.

Нехай Im — одинична матриця порядку m. Матрицю одер-
жану з матрицi Im (з In) перестановкою її i-го та j-го рядкiв
(ставпчикiв) позначимо Ui,j (Vi,j , вiдповiдно), а матрицю, одер-
жану з Im (з In) додаванням до її i-го рядка (стовпчика) j-го,
домноженого на λ ∈ R позначимо Ui,λj (Vi,λj , вiдповiдно). Маємо
таке твердження.
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Твердження 6.2.1. Елементарнi перетворення рядкiв (стовп-
чикiв) матрицi A одержують домноженням матрицi A злiва
(справа) на матрицi Ui,j та Ui,λj (Vi,j та Vi,λj).

Доведення. Обмежимося доведенням для елементарного пере-
творення ставпчикiв, а елементарнi перетворення рядкiв пропо-
нуємо розглянути самостiйно. Маємо




a11 ··· a1i ··· a1j ··· a1n

... ···
... ···

... ···
...

... ···
... ···

... ···
...

am1 ... ami ... amj ... amn


 · i

j

i j


1 ··· 0 ··· 0 ··· 0

1

1

0 ··· 0 ··· 0 ··· 1


=

=




a11 ··· a1j ··· a1i ··· a1n

... ···
... ···

... ···
...

... ···
... ···

... ···
...

am1 ... amj ... ami ... amn


 ,




a11 ··· a1i ··· a1j ··· a1n

... ···
... ···

... ···
...

... ···
... ···

... ···
...

am1 ... ami ... amj ... amn


 · i

j

i j


1 ··· 0 ··· 0 ··· 0

1

λ 1

0 ··· 0 ··· 0 ··· 1


=

=




a11 ··· a1i+λa1j ··· a1j ··· a1n

... ···
... ···

... ···
...

... ···
... ···

... ···
...

am1 ... ami+λamj ... amj ... amn


 .

Твердження доведене.
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6.2.2. Дiагональна канонiчна форма матриць над ев-
клiдовими кiльцями

Теорема 6.2.2. Нехай R — евклiдове кiльце, A ∈ Mm,n(R).
Матрицю A можна звести елементарними перетвореннями
рядкiв i стовпчикiв до вигляду




ε1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 ε2 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . er 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0




, (6.2.1)

де r ≥ 0, εi ∈ R\{0}, ε1|ε2, ε2|ε3, . . . , εr−1|εr. Елементи ε1, . . . , εr

визначаються матрицею A однозначно з точнiстю до дiльни-
кiв 1 кiльця R.

Доведення. Якщо A — нульова матриця, то доводити нiчого. От-
же, нехай A 6= 0. Функцiя δ з означення евклiдового кiльця на
ненульових елементах матрицi A приймає натуральнi значення.
Назвемо цi значення нормами ненульових елементiв. Нехай aij —
елемент матрицi A з найменшою нормою. Переставивши перший
та i-й рядок, а потiм перший та j-стовпчик, можна домогтися,
щоб цей елемент зайняв мiсце в лiвому верхньому кутi матрицi A.
Отже, з точнiстю до елементарних перетворень, можна вважати,
що елемент a11 матрицi A має найменшу норму. Якщо в першому
рядку матрицi A знайдеться елемент a1j , що не дiлиться на a11,
то a1j = a11d1j + rj , де δ(rj) < δ(a11). Додавши до j-го стовпчи-
ка перший, домножений на −d1j , одержимо елемент rj на j-му
мiсцi в першому рядку. Переставивши перший та j-ий стовпчик,
одержимо у верхньому лiвому кутку елемент з меншою нормою.

Продовжуючи цей процес, через скiнченну кiлькiсть крокiв
одержимо, що всi елементи першого рядка i (застосовуючи ана-
логiчнi мiркування до першого стовпчика) першого стовпчика
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дiляться на a11: a1j = a11d1j , ai1 = a11d1i. Додавши до j-го стов-
пчика перший, домножений на −d1j , а до i-го рядка перший,
домножений на −di1, одержимо матрицю вигляду

A′ =
(

a11 0
0 B

)
. (6.2.2)

Якщо хоч один елемент матрицi B, нехай bij , не дiлиться на a11,
то bij = a11dij + rij , де δ(rij) < δ(a11). Додавши до j-го ставпчи-
ка матрицi A′ перший стовпик, домножений на −dij , пiсля чого,
додавши одержаний перший рядок до i-го рядка, одержимо еле-
мент rij замiсть bij . Переставивши рядки i стовпчики, можемо
перемiстити елемент rij в лiвий верхнiй куток, тобто зменшити
норму елемента в лiвому верхньому кутку.

Оскiльки нормою елемента є натуральне число, то через скiн-
ченну кiлькiсть крокiв, зв’язаних з елементарними перетворен-
нями, можемо вважати, що матриця A набуде вигляду (6.2.2),
причому всi елементи пiдматрицi B дiляться на a11.

Позначимо a11 = ε1. Застосуємо цi самi мiркування до матри-
цi B в (6.2.2). Бачимо, що матрицю B можна звести до вигляду

B′ =
(

ε2 0
0

)
, де ε2 дiлить всi елементи матрицi C. Крiм того,

ε1|ε2, тому що ε1 дiлить всi елементи матрицi B, а ε2 одержуєть-
ся з елементiв матрицi B у процесi елементарних перетворень,
а при виконаннi елементарних перетворень подiльнiсть, очеви-
дно, зберiгається. Продовжуючи цей процес, одержимо матрицю
потрiбного вигляду.

Залишається довести її єдинiсть. Зауважимо, що в результатi
застосування до матрицi елементарних перетворень зберiгається
подiльнiсть мiнорiв s-го порядку (1 ≤ s ≤ max{m,n}) на елемент
d ∈ R (тобто, якщо всi мiнори s-го порядку дiляться на d, то i
всi мiнори перетвореної матрицi дiляться на d i навпаки, бо з
перетвореної матрицi можна одержати початкову теж за допо-
могою елементарних перетворень). Тому ε1ε2 . . . εs – найбiльший
спiльний дiльник мiнорiв s-го порядку матрицi A.
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Позначимо δs = ε1 . . . εs. Оскiльки δs – найбiльший спiльний
дiльник мiнорiв s-го порядку матрицi A, то δs визначається ма-
трицею A однозначно з точнiстю до дiльникiв 1. Елементи δs на-
зивають детермiнантними дiльниками матрицi A, елементи εi

— iнварiантними множниками матрицi A. З наведених мiр-
кувань випливає, що εi = δi/δi−1, тобто i-й iнварiантний мно-
жник дорiвнює частцi двох послiдовних детермiнантних дiльни-
кiв. Звiдси й випливає єдинiсть, оскiльки детермiнантнi дiльники
визначенi матрицею A однозначно з точнiстю до дiльникiв 1. Те-
орему доведено.

Означення 6.2.2. Двi прямокутнi матрицi A i B з елементами
з комутативного кiльця R з 1 називають еквiвалентними, якщо
iснують оборотнi матрицi U i V такi, що B = UAV .

Легко переконатись в тому, що так означене вiдношення еквi-
валентностi матриць є вiдношенням еквiвалентностi: A еквiва-
лентна A, оскiльки A = I1AI2, де I1 та I2 — одиничнi матрицi
вiдповiдних розмiрiв; якщо B = UAV , то A = U−1BV −1; наре-
штi, якщо B = UAV , C = U1BV1, то C = (U1U)A(V V1), отже, A
еквiвалентна матрицi C.

Теорема 6.2.3. Нехай A ∈ Mm,n(R), A — матриця з елемен-
тами з евклiдового кiльця R. Iснує матриця, що еквiвалентна
до матрицi A i має вигляд (6.2.1).

Доведення. За теоремою 6.2.2 матрицю A можна звести до виг-
ляду (6.2.1) елементарними перетвореннями. За твердженням
6.2.1 елементарнi перетворення одержують домноженням A на
оборотнi матрицi Ui,j та Ui,λj злiва i на оборотнi матрицi Vi,j

та Vi,λj справа. Всi цi матрицi оборотнi тому, що визначник кож-
ної з них дорiвнює ±1.

6.2.3. Пiдмодулi вiльних модулiв над евклiдовими
кiльцями

Нехай M — вiльний R-модуль, породжений скiнченною множи-
ною елементiв e1, . . . , en. Будемо називати M вiльним модулем
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рангу n, а e1, . . . , en — його базою. R-модуль {0}, що складається
лише з нуля, вважатимемо вiльним модулем рангу 0. За означен-
ням вiльна абелева група рангу n — це вiльний Z-модуль рангу n.

Теорема 6.2.4. Якщо M — вiльний R-модуль рангу n, а N —
його пiдмодуль, то N — вiльний R-модуль рангу m, де m ≤ n.

Доведення. Використаємо iндукцiю за n. Якщо n = 0, то до-
водити нiчого. Нехай n > 0 i e1, . . . , en — база M . Розглянемо
пiдмодуль M ′ = R〈e1, . . . , en−1〉. За припущенням iндукцiї вва-
жаємо, що теорему доведено для всiх пiдмодулiв модуля рангу
меншого нiж n. Тому у випадку N ⊂ M ′ все доведено.

В iншому випадку iснують елементи n ∈ N , n = α1e1 + · · ·+
αn−1en−1+αnen з αn 6= 0. Множина всiх αn ∈ R таких, що α1e1+
· · ·+αn−1en−1+αnen ∈ N є ненульовим iдеалом I кiльця R. Кiль-
це R евклiдове, тому I — головний iдеал. Нехай β — його твiрна.
Розглянемо знову пiдмодуль M ′ = R〈e1, . . . , en−1〉. Зрозумiло, що
M = M ′ ⊕R〈en〉. Якщо n ∈ N i n = u + γ(βen) = u′ + γ′(βen), де
u, u′ ∈ M ′ ∩N , γ, γ′ ∈ R, то u−u′ = (γ′− γ)βen ∈ M ′ ∩N . Звiдси
γ′ = γ, u′ = u. Тому N = (N ∩M ′) ⊕ R〈βen〉. За припущенням
iндукцiї N ∩M ′ – вiльний пiдмодуль рангу m′ ≤ n − 1 з базою
e′1, . . . , e

′
m′ i, отже, N є вiльним модулем з базою e′1, . . . , e

′
m′ , βen

рангу m′ + 1 ≤ n.

Наслiдок 6.2.5. Пiдгрупа вiльної абелевої групи рангу n є вiль-
ною абелевою групою рангу m, m ≤ n.

Доведення. Абелева група — це Z-модуль.

6.2.4. Зв’язок мiж рiзними базами вiльного модуля

Нехай R — довiльне комутативне кiльце з 1, M — вiльний R-
модуль рангу n. З’ясуємо, як пов’язанi мiж собою рiзнi бази мо-
дуля M . Виявляється, що цей зв’язок такий самий як i у випадку
скiнченновимiрних лiнiйних просторiв.
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Теорема 6.2.6. Нехай e = (e1, . . . , en) та e′ = (e′1, . . . , e
′
n) двi

бази вiльного R-модуля M . Тодi iснує оборотна матриця A ∈
Mn(R) така, що

e′ = eA.

Навпаки, якщо e — база M , A — оборотна матриця i e′ = eA,
то e′ — база M .

Доведення. Для кожного j, 1 ≤ j ≤ n маємо

e′j =
n∑

k=1

αkjek. (6.2.3)

Розглянемо матрицю A = [αij ]. Систему рiвностей (6.2.3) можна
записати у виглядi

e′ = eA. (6.2.4)

Так само маємо
e = e′B (6.2.5)

для деякої матрицi B. З (6.2.4) i (6.2.5) одержуємо eI = eAB,
де I — одинична матриця, бо e = (e1, . . . , en) — база вiльного
R-модуля. Звiдси AB = I.

Навпаки, нехай e — база M i A — оборотна матриця поряд-
ку n. Нехай e′ = (e′1, . . . , e

′
n) = eA. Тодi e = e′A−1, i звiдси ви-

пливає, що модуль M породжується елементами e′1, . . . , e
′
n. Щоб

показати, що e′ — база, переконаємося, що з

(e′1, . . . , e
′
n)




α′1
...

α′n


 = 0 (6.2.6)

випливає α′1 = · · · = α′n = 0. Рiвнiсть (6.2.6) запишемо у виглядi

eA




α′1
...

α′n


 = e




0
...
0


 .
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Оскiльки e — база, то звiдси випливає

A




α′1
...

α′n


 =




0
...
0


 .

Домножимо останню рiвнiсть на B = A−1. Одержимо

BA




α′1
...

α′n


 =




α′1
...

α′n


 = B




0
...
0


 =




0
...
0


 ,

тобто α′1 = · · · = α′n = 0, отже, e′1, . . . , e
′
n — база M .

6.2.5. Теорема про iнварiантнi множники

Тепер R знову означає евклiдове кiльце.

Теорема 6.2.7. Нехай M — вiльний R-модуль рангу n, N —
його пiдмодуль рангу m. Iснує база v1, . . . , vm модуля N i ба-
за u1, . . . , un модуля M такi, що vi = εiui, 1 ≤ i ≤ m, де
ε1|ε2, ε2|ε3, . . . , εm−1|εm.

Доведення. Виберемо довiльну базу d = (d1, . . . , dm) модуля N i
довiльну базу e = (e1, . . . , en) модуля M . Маємо dj =

∑n
k=1 αkjek,

1 ≤ j ≤ m. Це означає, що iснує матриця A = [αij ] ∈ Mm,n(R),
така що

d = eA. (6.2.7)

За теоремою 6.2.3 iснують оборотнi матрицi U i V , такi що

UAV =




ε1 0
. . .

εm

0
. . .

0 0




.
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Вiзьмемо в M базу u для якої u = eU−1, тобто

e = uU, (6.2.8)

а в N базу v, для якої v = dV , тобто

d = vV −1. (6.2.9)

Такi вибори баз можливi за теоремою 6.2.6. Пiдставимо (6.2.8)
i (6.2.9) у (6.2.7). Одержимо vV −1 = uUA, або v = u(UAV ),
тобто

(v1, . . . , vm) = (u1, . . . , un)




ε1 0
. . .

εm

0
. . .

0 0




,

що й стверджує теорема.

6.2.6. Розклад модулiв у пряму суму циклiчних

Теорема 6.2.8. Якщо M — скiнченнопороджений модуль над
евклiдовим кiльцем R, то M iзоморфний до прямої суми циклi-
чних R-модулiв.

Доведення. Нехай M породжується елементами b1, . . . , bn.
Розглянемо будь-який вiльний R-модуль A рангу n з базою a1, . . . , an.
З твердження 6.1.5 випливає, що iснує сюр’єктивний гомомор-
фiзм f : A → M , f(ai) = bi. Позначимо N = Ker f . Тодi за теоре-
мою 6.1.7 про гомоморфiзми модулiв (або за вже згаданим твер-
дженням 6.1.5) iснує iзоморфiзм A/N ∼= M . Застосуємо теорему
про iнварiантнi множники до пiдмодуля N вiльного модуля A; за
цiєю теоремою iснують бази u1, . . . , un в A та v1, . . . , vm в N такi,
що vi = εiui, εi|εi+1, 1 ≤ i ≤ m − 1. Розглянемо сумiжнi класи
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u1, . . . , un ∈ A/N i переконаємося, що R-модуль A/N , отже, й
iзоморфний йому R-модуль M , iзоморфний до прямої суми

(u1)⊕ · · · ⊕ (un) (6.2.10)

циклiчних модулiв. Для цього розглянемо гомоморфiзм

g : A/N → (u1) + · · ·+ (un), g
( n∑

i=1

αiui + N
)

=
∑

αiui.

Очевидно, g сюр’єктивний. Знайдемо його ядро

Ker g =
{∑

αiui + N | ∑αiui =
∑

αiui = 0
}

=
{∑

αiui + N | ∑αiui ∈ N
}

= {0}.
Переконаємося, що сума (6.2.10) справдi є прямою. Для цього
треба показати, що з рiвностi

α1u1 + · · ·+ αnun = β1u1 + · · ·+ βnun (6.2.11)

випливає αiui = βiui для всiх i, 1 ≤ i ≤ n. Рiвнiсть (6.2.11) можна
переписати так:

(α1 − β1)u1 + · · ·+ (αn − βn)un = 0,

або
(α1 − β1)u1 + · · ·+ (αn − βn)un = 0,

що означає

(α1 − β1)u1 + · · ·+ (αn − βn)un = γ1v1 + · · ·+ γmvm.

Звiдси

(α1 − β1)u1 + · · ·+ (αn − βn)un = γ1ε1u1 + · · ·+ γmεmum.

Оскiльки u1, . . . , un — база A, то ця рiвнiсть дає αi − βi = γiεi,
тобто αi = βi +γiεi для 1 ≤ i ≤ m i αi−βi = 0 для m+1 ≤ i ≤ n.
Тому

αiui = (βi + γiεi)ui = βiui + γiεiui = βiui,

що й треба було довести.
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Наслiдок 6.2.9. Якщо M — скiнченнопороджений модуль над
евклiдовим кiльцем R, то iснує iзоморфiзм

M ∼= R/ε1R⊕ · · · ⊕R/εmR⊕R⊕ · · · ⊕R, (6.2.12)

де εi ∈ R, εi|εi+1, 1 ≤ i ≤ m− 1.

Доведення. Теорема стверджує 6.2.8, що iснує iзоморфiзм

M ∼= (u1)⊕ · · · ⊕ (um)⊕ (um+1)⊕ · · · ⊕ (un) (6.2.13)

модуля M i прямої суми циклiчних модулiв. Вiдомо (див. наслi-
док 6.1.6), що циклiчний модуль (ui) iзоморфний фактор-кiльцю
R/Annui кiльця R за анулятором елемента ui. За вибором ui

бачимо, що Annui = εiR для 1 ≤ i ≤ m i Annui = 0 для m + 1 ≤
i ≤ n. Тому маємо iзоморфiзм (ui) ∼= R/εiR для 1 ≤ i ≤ m i
(ui) ∼= R для m + 1 ≤ i ≤ n. Замiнюючи в (6.2.13) пiдмодулi (ui)
на R/εiR чи R, одержуємо те, що потрiбно.

6.3. Скiнченно породженi абелевi групи

6.3.1. Основна теорема про скiнченно породженi абе-
левi групи

Скiнченно породжена абелева група A — це скiнченно пород-
жений Z-модуль. Оскiльки кiльце Z евклiдове, то застосовуючи
наслiдок 6.2.9, одержуємо таку теорему.

Теорема 6.3.1. Кожна скiнченнопороджена абелева група A
iзоморфна до прямої суми циклiчних груп

A ∼= Z/n1Z⊕ · · · ⊕ Z/nmZ⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
k

, (6.3.1)

де ni|ni+1, 1 ≤ i ≤ m− 1, k ≥ 0.

Опускаючи в (6.3.1) доданки Z/niZ з ni = ±1, можна вва-
жати, що всi ni > 1. Ми збираємося дещо уточнити цю теорему.
Для цього потрiбна така лема.
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Лема 6.3.1. Нехай A — абелева група. Для кожного натураль-
ного числа n множина nA = {na | a ∈ A} є пiдгрупою групи A.
Якщо nA = 0, n = rs i (r, s) = 1, то A = rA⊕ sA.

Доведення. Очевидно, що nA — пiдгрупа групи A. Оскiльки (r, s) =
1, то за наслiдком з алгоритму Евклiда iснують u, v ∈ Z з власти-
вiстю ur + vs = 1. Тому A = 1 ·A = (ur + vs)A = r(uA)+ s(vA) ⊂
rA+ sA ⊂ A. Звiдси A = rA+ sA. Якщо a ∈ rA∩ sA, то a = ra′ i
sa = na′ = 0. Так само ra = 0. Звiдси 0 = ura+vsa = (ur+vs)a =
a, тобто перетин rA ∩ sA тривiальний i сума є прямою.

Надалi позначатимемо Z/nZ = Zn.

Наслiдок 6.3.2. Якщо (r, s) = 1, то Zrs
∼= Zr ⊕ Zs.

Доведення. Нехай fr : Zrs → Zrs — гомоморфiзм множення на r,
тобто fr(a) = ra. Тут r ∈ Z, r ≥ 1. За теоремами 6.1.2 i 6.1.3 про
гомоморфiзми маємо

Imfr = rZrs
∼= Zrs/Kerfr = Z/rsZ

/
sZ/rsZ ∼= Z/sZ = Zs.

Так само sZrs ∼= Zr i остаточно за лемою 6.3.1 Zrs
∼= sZrs⊕rZrs

∼=
Zr ⊕ Zs.

Наслiдок 6.3.3. Нехай n = pl1
1 · · · · · pls

s , де p1, . . . , ps — рiзнi
простi числа. Тодi

Zn
∼= Z

p
l1
1
⊕ · · · ⊕ Z

pls
s

.

Групу A називають p-примарною, якщо порядок кожного її
елемента є степенем простого числа p. Наслiдок 6.3.3 стверджує,
що кожна скiнченна циклiчна група є прямою сумою примар-
них циклiчних груп. p-примарною компонентою групи A нази-
вають множину всiх тих її елементiв, порядок яких є степенем
простого числа p. p-примарна компонента є пiдгрупою групи A.
Пропонуємо довести це (якщо A абелева, то це майже очевидно).
Розкладаючи в прямiй сумi (6.3.1) циклiчнi групи Z/niZ = Zni
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в пряму суму p-примарних груп, групуючи примарнi циклiчнi
доданки, що вiдповiдають одинаковим простим числам, бачимо,
що доведено першу частину (iснування) наступної теореми, яка
уточнює теорему 6.3.1.

Теорема 6.3.4. 1. Кожна скiнченнопороджена абелева група A
iзоморфна до прямої суми

A ∼=
(
Z

p
l11
1
⊕· · ·⊕Z

p
l1k1
1

)⊕· · ·⊕(
Z

p
ls1
s
⊕· · ·⊕Z

p
lsks
s

)⊕(
Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

r

)
,

(6.3.2)
де можна вважати (переставивши, якщо треба, всерединi кож-
ної дужки доданки), що li1 ≥ · · · ≥ liki, 1 ≤ i ≤ s.

2) Якщо A iзоморфна ще до однiєї прямої суми вигляду (6.3.2)

A ∼=
(
Zq

m11
1

⊕· · ·⊕Z
q

m1n1
1

)⊕· · ·⊕(
Zq

mt1
t
⊕· · ·⊕Z

q
mtnt
t

)⊕(
Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

r′

)
,

(6.3.3)
то r = r′ i, з точнiстю до порядку доданкiв у прямих сумах,
s = t, pi = qi, ki = ni, lij = mij. Iнакше кажучи, абелева група A
цiлком визначається такою таблицею додатних натуральних
чисел:

p1; l11 ≥ · · · ≥ l1k1 ;
p2; l21 ≥ · · · ≥ l2k2 ;

. . . . . . . . . . . .

ps; ls1 ≥ · · · ≥ lsks

(6.3.4)

i натуральним числом r, що дорiвнює кiлькостi доданкiв Z у
(6.3.2). Число r називають рангом групи A.

Теорему 6.3.4 називають основною теоремою про скiнченно
породженi абелевi групи. Нам залишилося довести другу части-
ну цiєї теореми (єдинiсть). З цiєю метою доведемо декiлька лем
про iзоморфiзми абелевих груп.
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6.3.2. Леми про iзоморфiзми

Лема 6.3.2. Якщо абелевi групи A i A′ iзоморфнi, то iзоморф-
ними є й групи nA i nA′ та A/nA i A′/nA′, де n ∈ N.

Доведення. Нехай f : A → A′ — iзоморфiзм. Розглянемо вiдоб-
раження f̃ : nA → nA′, f̃(na) = nf(a). Легко переконатися в
тому, що f̃ — сюр’єктивний гомоморфiзм. Kerf̃ = {na | nf(a) =
f(na) = 0} = {0}, оскiльки f — iзоморфiзм. Сюр’єктивний гомо-
морфiзм з нульовим ядром є iзоморфiзмом, отже, nA ∼= nA′.

Тепер розглянемо гомоморфiзм f̄ : A/nA → A′/nA′, де f̄(a +
nA) = f(a)+nA′. Зрозумiлоо, що f̄ сюр’єктивний. f̄ iн’єктивний,
бо Kerf̄ = {a + nA | f(a) + nA′ = 0} = {a + nA | f(a) ∈ nA′} =
{a + nA | f(a) = nf(a1)} = {a + nA | a = na1} = nA = {0},
де a1 — вiдповiдний елемент групи A, причому з f(a) = f(na1)
випливає a = na1 за iн’єктивнiстю f . Лему доведено.

Далi Zr та Zr
n означають, вiдповiдно, прямi суми Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

r
та Zn ⊕ · · · ⊕ Zn︸ ︷︷ ︸

r

.

Лема 6.3.3. Zr/nZr ∼= Zr
n, де n ∈ N.

Доведення. Позначимо елемент (a1, . . . , ar) + nZr ∈ Zr/nZr сим-
волом (a1, . . . , ar), а елемент (a1 + nZ, . . . , ar + nZ) символом
(a1, . . . , ar). Розглянемо вiдображення f̄ : Zr/nZr → Zr

n, задане
формулою f

(
(a1, . . . , ar)

)
= (a1, . . . , ar). Легко преконатися, що

f̄ — сюр’єктивний гомоморфiзм. Kerf̄ =
{
(a1, . . . , ar) | ai = 0, 1 ≤

i ≤ r
}

= nZr = {(0, . . . , 0)}. З теореми 6.1.2 випливає, що f —
iзоморфiзм.

Лема 6.3.4. Якщо Zl ∼= Zk, то l = k.

Доведення. Зафiксуємо n ∈ N, n > 1. За лемами 6.3.2 i 6.3.3 iсну-
ють iзоморфiзми Zk

n
∼= Zk/nZk ∼= Zl/nZl ∼= Zl

n. Звiдси випливає,
що nk = nl, тому k = l.
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Лема 6.3.5. nZnl
∼= Znl−1, n > 1, l ≥ 1.

Доведення. Розглянемо гомоморфiзм f : Znl → Znl , f(a) = na.
Маємо

nZnl = Im f ∼= Znl/Ker f = Znl/nl−1Znl
∼=

∼= Z/nlZ
/

nl−1Z/nlZ ∼= Z/nl−1Z def= Znl−1 .

У цьому обчисленнi перший iзоморфiзм одержується з теоре-
ми 6.1.2, а iншi з теореми 6.1.3.

6.3.3. Завершення доведення основної теореми

Нам треба показати, що у виразах (6.3.2) i (6.3.3) r = r′, s = t,
pi = qi, ki = ni, lij = mij . Доведення природно розбивається на
три кроки.

Доведення. Перший крок. r = r′. Нехай F⊕Zr ∼= F1⊕Zr′ , де F
i F1 — скiнченнi абелевi групи i нехай n — найменше спiльне
кратне порядкiв груп F i F1. Маємо Zr ∼= nZr ∼= 0 ⊕ nZr ∼=
nF⊕nZr ∼= n

(
F⊕nZr

) ∼= n
(
F1⊕Zr′) ∼= nF1⊕nZr′ ∼= 0+nZr′ ∼= Zr′ .

За лемою 6.3.4 звiдси одержуємо, що r = r′.
Другий крок. s = t, pi = qi′ . У прямiй сумi (6.3.2) дода-

нок Z
p

li1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

liki
i

iзоморфний pi-компонентi групи A, тобто

пiдгрупi елементiв групи A, порядок яких є степенем простого
числа pi. Тому цей доданок повинен бути iзоморфним одному з
доданкiв прямої суми (6.3.3). Це можливо лише тодi, коли s = t,
pi = qi′ , 1 ≤ i, i′ ≤ s.

Третiй крок. ki = ni, lij = mij . Залишилося показати, що з

Z
p

li1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

liki
i

∼= Zp
mi1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

mini
i

, (6.3.5)

випливає ki = ni i lij = mij , де 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ ki. З цiєю метою
у прямих сумах (6.3.5) зручно видiлити доданки Zpi , якщо такi
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є. Перепишемо (6.3.5) у виглядi

Z
p

li1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

liti
i

⊕ (
Zpi ⊕ · · · ⊕ Zpi︸ ︷︷ ︸

ki−ti

) ∼=

∼= Zp
mi1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

m
it′

i
i

⊕ (
Zpi ⊕ · · · ⊕ Zpi︸ ︷︷ ︸

k′i−t′i

)
. (6.3.6)

Застосуємо iндукцiю за порядком груп в обох частинах (6.3.6).
Основа iндукцiї — це випадок, коли цi порядки дорiвнюють pi. В
такому випадку (6.3.6) має вигляд Zpi = Zpi , тому єдинiсть тут
очевидна. Припустимо, що єдинiсть доведено для груп, порядок
яких менший вiд натурального числа N . Домножуючи (6.3.6)
на pi i використовуючи леми 6.3.2 i 6.3.5, маємо

Z
p

li1−1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

liti
−1

i

∼= Z
p

mi1−1
i

⊕ · · · ⊕ Z
p

m
it′

i
−1

i

. (6.3.7)

Порядок груп в обох частинах (6.3.7) строго менший вiд N , тому
можна застосувати припущення iндукцiї. Отже, з (6.3.7) випли-
ває, що t′i = ti i lij − 1 = mij − 1, тобто lij = mij , де 1 ≤ j ≤
ti. Нарештi, групи Zki−ti

pi
i Zk′i−ti

pi обидвi iзоморфнi до пiдгрупи
групи (6.3.6), що складається з елементiв, якi при домноженнi
на pi дають нейтральний елемент. Тому цi групи Zki−ti

pi
та Zk′i−ti

pi

iзоморфнi, зокрема, вони мiстять однакову кiлькiсть елементiв.
Звiдси випливає, що ki − ti = k′i − ti, тобто ki = k′i. Доведення
основної теореми про скiнченно породженi абелевi групи завер-
шене.

Приклад 6.3.1. 1. Знайдемо з точнiстю до iзоморфiзму всi
абелевi групи порядку 1000. Маємо 1000 = 23 · 53. З теореми про
скiнченно породженi абелевi групи випливає, що кожна абелева
група порядку 1000 iзоморфна однiй з наступних дев’яти груп:
Z8 ⊕ Z125, Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z125, Z3

2 ⊕ Z125,
Z8 ⊕ Z25 ⊕ Z5, Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z25 ⊕ Z5, Z3

2 ⊕ Z25 ⊕ Z5,
Z8 ⊕ Z3

5, Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z3
5, Z3

2 ⊕ Z3
5,
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2. Групи Z36 ⊕ Z126 i Z18 ⊕ Z252 iзоморфнi. Справдi,

Z36 ⊕ Z126
∼= (Z4 ⊕ Z9)⊕ (Z2 ⊕ Z7 ⊕ Z9) ∼= Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z2

9 ⊕ Z7,

Z18 ⊕ Z252
∼= (Z2 ⊕ Z9)⊕ (Z4 ⊕ Z9 ⊕ Z7) ∼= Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z2

9 ⊕ Z7.

3. Групи Z2 ⊕ Z18 i Z3 ⊕ Z12 не iзоморфнi, тому що

Z2 ⊕ Z18
∼= Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9

∼= Z2
2 ⊕ Z9,

Z3 ⊕ Z12
∼= Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z3

∼= Z4 ⊕ Z2
3.

6.4. Теорема Жордана

Ми знаємо, що лiнiйний оператор φ ∈ HomV лiнiйного просто-
ру V над полем P визначає на V структуру P [X]-модуля, де
добуток полiнома α0 +α1X + · · ·+αnXn ∈ P [X] на вектор a ∈ V
визначений так:

(α0 +α1X + · · ·+αnXn)a = α0a+α1φ(a)+ · · ·+αnφn(a). (6.4.1)

Навпаки, якщо V є P [X]-модулем, то V – лiнiйний простiр над
полем P , а множення одночлена X на всi вектори a ∈ V визначає
лiнiйний оператор φ ∈ Hom V , де φ(a) = Xa. Якщо простiр V
скiнченновимiрний i φ ∈ Hom V , то P [X]-модуль V з множен-
ням (6.4.1) є, очевидно, скiнченнопородженим P [X]-модулем над
евклiдовим кiльцем P [X].

Наша мета — застосувати теорему 6.2.8 про розклад скiнчен-
но породжених модулiв над евклiдовим кiльцем у пряму суму
циклiчних модулiв до вивчення оператора φ. В результатi отри-
маємо розклад лiнiйного простору V у пряму суму так званих
циклiчних пiдпросторiв, iнварiантних щодо оператора φ.

6.4.1. Iнварiантнi пiдпростори

Означення 6.4.1. Нехай U — пiдпростiр лiнiйного простору V ,
φ — лiнiйний оператор простору V . Пiдпростiр U називають iнва-
рiантним стосовно оператора φ, якщо φ(U) = {φ(u) | u ∈ U} ⊂
U , тобто, якщо образ кожного вектора з U належить до U .
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Приклад 6.4.1. 1. Нехай φ ∈ Hom V , α0, . . . , αn ∈ P . Розгляне-
мо лiнiйний оператор ψ = α0 +α1φ+ · · ·+αnφn. Перевiримо, що
Kerψ та Imψ є iнварiантними пiдпросторами стосовно опера-
тора φ. Якщо a ∈ Kerψ, то α0a + α1φ(a) + · · ·+ αnφ(a) = 0. Пе-
ревiримо, що φ(a) ∈ Kerψ. Маємо ψ

(
φ(a)

)
= α0φ(a) + α1φ

2(a) +
· · · + αnφn+1(a) = φ

(
α0 + α1φ(a) + · · · + αnφn(a)

)
= φ(0) = 0,

тобто φ(a) ∈ Kerψ. Якщо a ∈ Imψ, то iснує b ∈ V , для яко-
го a = α0b + α1φ(b) + · · · + αnφn(b). Тодi φ(a) = α0φ(b) + · · · +
αnφn

(
φ(b)

) ∈ Imψ. Зокрема, звiдси випливає, що Kerφ, Kerφn,
Imφ є iнварiантними пiдпросторами стосовно оператора φ.

2. Нехай a1, . . . , ak — власнi вектори лiнiйного оператора φ.
Тодi лiнiйна оболонка L(a1, . . . , ak) – iнварiантний щодо опера-
тора φ пiдпростiр.

3. Припустимо, що в пiдпросторi U iснує такий вектор a,
що a, φ(a), . . . , φk−1(a) утворюють базу пiдпростору U i φk(a) =
α0a+α1φ(a)+· · ·+αk−1φ

k−1(a). Таку базу називають циклiчною,
а вiдповiдний пiдпростiр називають циклiчним пiдпростором.
Циклiчнi пiдпростори iнварiантнi стосовно оператора φ, оскiль-
ки φ переводить вектори циклiчної бази a, φ(a), . . . , φk−1(a) у
лiнiйнi комбiнацiї цих самих векторiв

φ(a) = φ(a),

φ
(
φ(a)

)
= φ2(a),

. . . . . . . . . . . .

φ
(
φk−1(a)

)
= α0a + α1φ(a) + · · ·+ αn−1φ

k−1(a).

У базi a, φ(a), . . . , φk−1(a) матриця лiнiйного оператора φ має
вигляд




0 0 0 . . . 0 α0

1 0 0 . . . 0 α1

0 1 0 . . . 0 α2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 αn−1




. (6.4.2)
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Якщо φk(a) = 0, то матриця (6.4.2) має ще простiший вигляд



0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0




. (6.4.3)

Наведемо один конкретний приклад циклiчного пiдпростору.
Нехай U = R[X]n — простiр полiномiв з дiйсними коефiцiєнта-
ми степеня не бiльшого за n, φ — оператор диференцiювання,
φ
(
f(X)

)
= f ′(X) для f(X) ∈ U . Оператор φ має своєю матри-

цею матрицю (6.4.2) в циклiчнiй базi Xn, nXn−1, . . . , n!X, 1 про-
стору R[X]n.

6.4.2. Iнварiантнi пiдпростори та блочнi матрицi

Означення 6.4.2. Матрицю A називають дiагонально-блочною,
якщо A має вигляд

A =




A1 0
A2

. . .
0 As


 , (6.4.4)

де Ai — квадратнi матрицi порядкiв ni,
∑s

i=1 ni дорiвнює поряд-
ку матрицi A.

Твердження 6.4.1. 1. Нехай U — iнварiантний пiдпростiр сто-
совно лiнiйного оператора φ лiнiйного простору V , dimU = k.
Iснує база простору V , в якiй матриця лiнiйного оператора φ
має вигляд

A =
(

A1 B
0 C

)
, (6.4.5)

де A1 — квадратна матриця порядку k, B i C — прямокутнi
матрицi, а 0 — нульова матриця.
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2. Якщо лiнiйний простiр V є прямою сумою V = U1 ⊕ U2

iнварiантних стосовно лiнiйного оператора φ пiдпросторiв U1

i U2, то iснує база лiнiйного простору V , в якiй матриця лiнiй-
ного оператора φ має вигляд

A =
(

A1 0
0 A2

)
, (6.4.6)

де Ai — квадратнi матрицi порядкiв dimUi, i = 1, 2.

Доведення. 1. Виберемо деяку базу e1, . . . , ek пiдпростору U i до-
повнимо її векторами ek+1, . . . , en до бази простору V . Тодi

φ(ei) =
k∑

l=1

αliel, 1 ≤ i ≤ k,

φ(ei) =
n∑

l=1

αliei, k + 1 ≤ i ≤ n,

тобто в цiй базi матриця оператора φ має вигляд (6.4.5).
2. Нехай e1, . . . , ek та ek+1, . . . , en — бази U1 та U2 вiдповiд-

но. Тодi з умови V = U1 ⊕ U2 випливає, що об’єднання цих баз
e1, . . . , ek,
ek+1, . . . , en є базою простору V . Маємо

φ(ei) =
k∑

l=1

αliel, 1 ≤ i ≤ k,

φ(ei) =
n∑

l=k+1

αliei, k + 1 ≤ i ≤ n.

Звiдси випливає, що в базi e1, . . . , en матриця лiнiйного операто-
ра φ має вигляд (6.4.6).

Наслiдок 6.4.2. Нехай лiнiйний простiр V є прямою сумою
iнварiантних пiдпросторiв U1, . . . , Us стосовно лiнiйного опера-
тора φ. Iснує база простору V , в якiй матриця лiнiйного опера-
тора φ має вигляд (6.4.4).
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Доведення випливає за допомогою математичної iндукцiї з
твердження 6.4.1.

6.4.3. Нормальна форма матрицi лiнiйного операто-
ра

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр над полем P , φ ∈
Hom V — лiнiйний оператор. У цьому випадку маємо скiнченно
породжений модуль над евклiдовим кiльцем P [X], де множення
многочленiв на вектори визначене формулою (6.4.1). Тому мо-
жна застосувати теорему про те, що такий модуль розкладається
у пряму суму циклiчних пiдмодулiв (див. п.6.2.6). Подивимося,
що таке циклiчнi пiдмодулi у цьому випадку. Нехай (a) — циклi-
чний P [X]-пiдмодуль P [X]-модуля V . Анулятором Ann a векто-
ра a є головний iдеал (в евклiдовому кiльцi всi iдеали головнi)
кiльця P [X]. Пiдмодуль (a), зокрема, є пiдпростором простору V ,
що має циклiчну вiдносно оператора φ базу.

Твердження 6.4.3. Якщо (a) — циклiчний P [X]-пiдмодуль P [X]-
модуля V , то (a) — циклiчний пiдпростiр простору V , що має
циклiчну базу a, φ(a), . . . , φm−1(a), де m = deg g(X), g(X) – твiр-
на Ann a. Пiдпростiр (a) iнварiантний стосовно φ.

Доведення. Покажемо, що система векторiв

a, φ(a), . . . , φm−1(a) (6.4.7)

є лiнiйно незалежною. Якщо

λ0a + λ1φ(a) + · · ·+ λm−1φ
m−1(a) = 0,

то λ0+λ1X + · · ·+λm−1X
m−1 ∈ Ann a, тому g(X)|λ0+λ1X + · · ·+

λm−1X
m−1, отже λ0 = · · · = λm−1 = 0. Крiм того, кожний вектор

x ∈ (a) є лiнiйною комбiнацiєю векторiв (6.4.7). Справдi, якщо
x ∈ (a), то iснує полiном f(X) ∈ P [X], для якого x = f(X)a
(нагадаємо, що множення задане формулою (6.4.1)). Роздiлимо
з остачею f(X) на твiрну g(X) аннулятора a. Маємо f(X) =
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g(X)d(X) + r(X), де deg r(X) ≤ m− 1, i f(X)a = d(X)
(
g(X)a

)
+

r(X)a = r(X)a = γ0a + γ1φ(a) + · · · + γn−1φ
n−1(a), де r(X) =

γ0 + γ1X + · · ·+ γm−1X
m−1.

Залишається перевiрити, що пiдпростiр (a) iнварiантний сто-
совно оператора φ. Це випливає з того, що вектори системи (6.4.7)
становлять базу пiдпростору (a) i образи щодо φ цих векторiв є
такими:

φ
(
φk(a)

)
= φk+1(a), k ≤ m− 1,

φ
(
φm−1(a)

)
= φm(a) = −α0a− α1φ(a)− · · · − αm−1φ

m−1(a),

де α0, α1, . . . , αm−1 — коефiцiєнти полiнома g(X) = α0 + α1X +
· · ·+ αm−1X

m−1 + Xm, g(X) — твiрна Ann a.

З доведеного твердження та з теореми 6.2.8 про розклад мо-
дуля над евклiдовим кiльцем в пряму суму циклiчних пiдмодулiв
випливає така важлива теорема.

Теорема 6.4.4. Нехай φ — лiнiйний оператор скiнченновимiр-
ного простору V . Iснує база простору V , в якiй оператор φ має
своєю матрицею

φAe =




A1 0
A2

. . .
0 As


 , (6.4.8)

де

Ai =




0 0 0 . . . 0 −α0i

1 0 0 . . . 0 −α1i

0 1 0 . . . 0 −α2i

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −αmi−1i




. (6.4.9)

Доведення. Розкладемо за теоремою 6.2.8 лiнiйний простiр V у
пряму суму циклiчних P [X]-модулiв

V = (a1)⊕ · · · ⊕ (as). (6.4.10)
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Позначимо через gi(X) твiрну анулятора Ann ai, 1 ≤ i ≤ s. Нехай
gi(X) = α0i + α1iX + · · · + αmi−1iX

mi−1 + Xmi . За попереднiм
твердженням 6.4.3 (ai) є циклiчним пiдпростором, iнварiантним
щодо φ. Система векторiв ai, φ(ai), . . . , φmi−1(ai) є базою пiдпрос-
тору (ai), в якiй матриця лiнiйного оператора φi простору (ai)
має, очевидно, вигляд (6.4.9). Якщо ми так виберемо циклiчнi
бази в кожному з пiдпросторiв (ai), то об’єднання цих баз буде
базою простору V , в якiй матриця лiнiйного оператора φ матиме
вигляд (6.4.8), а блоки Ai в нiй — вигляд (6.4.9).

Наведемо ще одне рiвносильне формулювання цiєї теореми.

Теорема 6.4.5. Нехай A ∈ Mn(P ) — квадратна матриця з еле-
ментами з поля P . Iснує невироджена матриця T ∈ Mn(P )
така, що матриця B = T−1AT є блочно-дiагональною матри-
цею вигляду (6.4.8) з блоками Ai вигляду (6.4.9).

Зауважимо, що в останнiх стовпчиках матриць Ai розмiще-
нi коефiцiєнти (з протилежними знаками) полiномiв gi(X), що є
твiрними Ann ai.

Переконаємося в тому, що можна завжди вважати, що gi(X) =
pi(X)ri , де pi(X) — незвiдний полiном. Для цього доведемо таку
лему.

Лема 6.4.1. Нехай (a) — циклiчний модуль над евклiдовим кiль-
цем R, g — твiрна Ann a. Якщо g = g1g2, де (g1, g2) = 1, то
(a) = (a1)⊕ (a2), де gi = Ann ai, i = 1, 2.

Доведення. Доведення схоже на доведення леми 6.3.1 про абелевi
групи з п6.3.1. За наслiдком з алгоритму Евклiда знайдуться та-
кi елементи u1, u2 ∈ R, що u1g1+u2g2 = 1. Вiзьмемо a1 = (u2g2)a,
a2 = (u1g1)a. Якщо f ∈ Ann a1, то fu2g2 ∈ Ann a, тобто fu2g2 =
hg1g2 для деякого h ∈ R. Звiдси fu2 = hg1. Оскiльки (g1, u2) = 1,
як випливає з рiвностi u1g1 + u2g2 = 1, то g1|f , тобто f ∈ (g1).
Ми показали, що Ann a1 ⊂ (g1). Обернене включення очевидне,
отже, Ann a1 = (g1). Так само показуємо, що Ann a2 = (g2).
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З рiвностi a = a1 + a2 випливає ra = ra1 + ra2 для всiх r ∈ R.
Це означає, що (a) = (a1) + (a2). Перевiримо, що (a1) ∩ (a2) = 0.
Якщо b ∈ (a1) ∩ (a2), то з попереднiх мiркувань випливає, що
g1b = 0 i g2b = 0. Домноживши першу з цих рiвностей на u1,
другу на u2 i додавши, одержимо b = 1b = (u1g1 + u2g2)b = 0.
Отож, (a) = (a1)⊕ (a2).

Наслiдок 6.4.6. Нехай (a) — циклiчний модуль над евклiдовим
кiльцем R, g — твiрна Ann a. Нехай g = pr1

1 pr2
2 . . . prt

t — розклад g
в добуток простих елементiв. Тодi (a) = (a1)⊕ (a2)⊕ · · · ⊕ (at),
де (pri

i ) = Ann ai.

Доведення. Для доведення наслiдку достатньо декiлька разiв за-
стосувати лему 6.4.1.

6.4.4. Теорема Жордана. Формулювання та доведе-
ння iснування

Означення 6.4.3. Квадратну матрицю порядку r i вигляду



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ




називають жордановою клiткою порядку r з λ по дiагоналi i
позначають через J(λ, r). Дiагонально-блочну матрицю




J1 0
J2

. . .
0 Js


 ,

де J1, . . . , Js — жордановi клiтки, називають жордановою мат-
рицею..
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Теорема 6.4.7 (Жордан). Нехай φ — лiнiйний оператор скiн-
ченновимiрного лiнiйного простору V над алгебрично замкненим
полем P . Iснує база простору V , в якiй матриця лiнiйного опе-
ратора φ є жордановою. Ця жорданова матриця визначається
оператором φ однозначно з точнiстю до розмiщення жордано-
вих клiток по дiагоналi.

Доведення iснування. Розглянемо лiнiйний простiр V як
скiнченнопороджений модуль над евклiдовим кiльцем P [X], де
множення векторiв на полiноми означене за допомогою формули
(6.4.1). Простiр V розкладається в пряму суму циклiчних пiд-
просторiв V = (a1) ⊕ · · · ⊕ (as), як це випливає з теореми 6.2.8
про розклад модуля над евклiдовим кiльцем в пряму суму ци-
клiчних пiдмодулiв. Використовуючи наслiдок 6.4.6, можна вва-
жати, що кожний з твiрних елементiв a1, . . . , as циклiчних пiд-
просторiв (a1), . . . , (as) має своїм анулятором iдеал, породжений
степенем незвiдного полiнома (X − λi)ni .

Нехай (a) — один з циклiчних пiдпросторiв (a1), . . . , (as). При-
пустимо, що a має своїм анулятором iдеал, породжений полiно-
мом (X − λ)m. Розглянемо циклiчну базу a, (X − λ)a, . . . , (X −
λ)m−1a стосовно оператора φ1 = φ− λε циклiчного простору (a)
i перенумеруємо вектори цiєї бази в оберненому порядку, тоб-
то розглянемо систему векторiв e1 = (X − λ)m−1a, e2 = (X −
λ)m−2a, . . . , em−1 = (X − λ)a, em = a. Обчислимо матрицю лiнiй-
ного оператора φ в базi e1, . . . , em. Маємо (нагадаємо, що Xa =
φ(a), ε — тотожний оператор)

(φ− λε)(e1) = (φ− λε)m(a) = 0, тобто φ(e1) = λe1,

(φ− λε)(e2) = (φ− λε)m−1(a) = e1, тобто φ(e2) = e1 + λe2,

(φ− λε)(e3) = (φ− λε)m−2(a) = e2, тобто φ(e3) = e2 + λe3,

. . . . . . . . . . . . . . .

(φ− λε)(em) = (φ− λε)(a) = em−1, тобто φ(em) = em−1 + λem.

Звiдси бачимо, що лiнiйний оператор φ в просторi (a) має своєю
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матрицею в базi e1, . . . , em таку матрицю:



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ




,

яка є жордановою клiткою. Якщо за допомогою описаного спосо-
бу виберемо бази в кожному циклiчному пiдпросторi (a1), . . . , (as),
то об’єднання цих баз дасть базу, в якiй матриця лiнiйного опе-
ратора φ є жордановою.

6.4.5. Єдинiсть жорданової форми

Мiркування, якi використаємо для доведення єдиностi, одноча-
сно обгрунтовують i
практичний спосiб обчислення жорданової форми матрицi.

Нехай оператор φ має в деякiй базi своєю матрицею матри-
цю A. Введемо такi позначення: Nh(λ) — кiлькiсть жорданових
клiток порядку h з власним значенням λ по дiагоналi в жордано-
вiй матрицi оператора φ; rh(λ) = rank(A−λE)h — ранг матрицi
(A− λE)h, де h ∈ N.

Якщо доведемо формулу

Nh(λ) = rh−1(λ)− 2rh(λ) + rh+1(λ), (6.4.11)

то єдинiсть буде доведено, оскiльки з цiєї формули випливає, що
кiлькiсть жорданових клiток заданого порядку h та з заданим
власним значенням λ по дiагоналi не залежить вiд вибору бази.

Для доведення формули (6.4.11) потрiбно вмiти обчислюва-
ти rh(λ). Для цього зауважимо таке: якщо J —жорданова матри-
ця оператора φ, то матрицi A i J спряженi J = T−1AT , де T —
невироджена матриця. Якщо λ ∈ P i h ∈ N, то матрицi (J−λE)h

i (A − λE)h спряженi за допомогою цiєї самої невиродженої ма-
трицi T :

(J − λE)h = T−1(A− λE)hT. (6.4.12)
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Вiдомо (див. лему 4.2.4 з п.4.2.5), що ранг матрицi не змiнює-
ться при домноженнi її на невироджену матрицю. Тому з (6.4.12)
випливає, що rh(λ) = rank(J−λE)h. Ранг матрицi (J−λE)h лег-
ко обчислюється, оскiльки ця матриця є дiагонально блочною i
схiдчастою матрицею вигляду



(J1 − λE)h 0
. . .

0 (Js − λE)h


 =




J1 − λE 0
. . .

0 Js − λE




h

,

(6.4.13)
де кожний блок (J − λE)h має вигляд




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0




h

=

h+1︷ ︸︸ ︷


0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




, (6.4.14)

або вигляд



(λi − λ)h ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 (λi − λ)h ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . (λi − λ)h ∗
0 0 0 . . . 0 (λi − λ)h




, (6.4.15)

де λi — власне значення, вiдповiдне жордановiй клiтцi Ji, λ 6= λi.
Ранг матрицi (6.4.13) дорiвнює сумi рангiв її блокiв. Пiсля

замiни в (6.4.14) h на h + 1 ранг зменшується на одиницю, якщо
вiн був ненульовий, а ранг матрицi (6.4.15) не змiнюється. Звiдси
випливає така рiвнiсть:

t∑

i=h

Ni(λ) = rh−1(λ)− rh(λ), (6.4.16)
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де t — максимальний порядок жорданових клiток матрицi J з λ
по дiагоналi.

Замiнивши в (6.4.16) h на h + 1, одержимо

t∑

i=h+1

Ni(λ) = rh(λ)− rh+1(λ). (6.4.17)

Вiднiмемо почленно рiвностi (6.4.16) i (6.4.17). Одержимо Nh(λ) =
rh−1(λ)−2rh(λ)+rh+1(λ), тобто формулу (6.4.11). Єдинiсть жор-
данової форми доведено.

Приклад 6.4.2. Нехай лiнiйний оператор простору C3 має в
деякiй базi e1, e2, e3 своєю матрицею матрицю

A =




1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2




Знайдемо жорданову матрицю цього оператора. Для цього скла-
даємо характеристичний полiном i знаходимо його коренi. Ма-
ємо ∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 −1
−3 −3− λ 3
−2 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 = 0.

Звiдси λ1 = λ2 = λ3 = 0. r0(0) = rankA0 = rankE = 3, r1(0) =
rankA = 1, r2(0) = rankA2 = rank0 = 0. Тому N1(0) = 3−2·1+0 =
1, тобто в жорданову матрицю входить одна жорданова клi-
тка з 0 по дiагоналi, що має порядок 1, тому в неї входить та-
кож одна жорданова клiтка з 0 по дiагоналi, що має порядок 2.
Жорданова матриця, отже, має вигляд




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 . (6.4.18)

Знайдемо тепер базу, в якiй матрицею лiнiйного оператора
з матрицею A в базi e1, e2, e3 є матриця (6.4.18). Жорданова
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матриця (6.4.18) показує, що C3 є прямою сумою двох циклi-
чних пiдпросторiв розмiрностi 2 та 1. Нехай a1 — будь-який не-
власний вектор, тобто вектор, координати якого в базi e1, e2, e3

не задовольняють рiвняння

x1 + x2 − x3 = 0. (6.4.19)

Можна взяти a1 = (1, 0, 0). Нехай a2 = φ(a1). Координати ве-
ктора a2 знаходимо так:




1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2







1
0
0


 =




1
−3
−2


 .

Отже, a2 = (1,−3,−2). a2 — власний вектор i залишається
вибрати ще один власний вектор a3 (його координати задоволь-
няють (6.4.19)) i який лiнiйно незалежний з вектором a2, на-
приклад, a3 = (1,−1, 0). a3, a2, a1 — шукана база.

6.5. Полiноми вiд лiнiйного оператора

6.5.1. Алгебра P [φ]

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр над полем P i
φ ∈ Hom V . Розглянемо вiдображення алгебр F : P [X] → Hom V ,
яке полiному f(X) = α0 + . . .+ αkX

k ставить у вiдповiднiсть лi-
нiйний оператор F (f) = α0 + α1φ + · · ·+ αkφ

k. Вiдображення F
є гомоморфiзмом алгебр, тобто

F (f1 + f2) = F (f1) + F (f2),
F (f1 · f2) = F (f1) · F (f2),

F (λf) = λF (f),

де f, f1, f2 ∈ P [X], λ ∈ P . Образ гомоморфiзму F є пiдалгеброю
(зокрема, пiдкiльцем i пiдпростором) алгебри Hom V . Позначи-
мо цей образ P [φ]. P [φ] складається з лiнiйних операторiв ви-
гляду α0 + α1φ + · · · + αkφ

k, де α0, α2, . . . , αk ∈ P , k ∈ N. P [φ]
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є гомоморфним образом комутативної алгебри з 1, отже, P [φ] —
комутативна алгебра з 1. Зауважимо, що P [φ] може мати дiль-
ники нуля. Крiм того, якщо dimV = n, то dim HomV = n2. Тому
лiнiйнi оператори ε, φ, . . . , φn2 ∈ P [φ] лiнiйно залежнi. Це озна-
чає, що iснує полiном f(X) = α0 + α1X + · · ·+ α2

nXn2 для якого
f(φ) = 0. Переконаємося, що кожний лiнiйний оператор φ є ко-
ренем свого характеристичного полiнома, який має степiнь n.

6.5.2. Теорема Гамiльтона-Келi

Нехай φ ∈ HomV , φ — лiнiйний оператор скiнченно вимiрного
лiнiйного простору V розмiрностi n, A = φAe — матриця опера-
тора φ в базi e = (e1, . . . , en), fφ(X) = det(A − XE) — характе-
ристичний полiном лiнiйного оператора φ.

Теорема 6.5.1. fφ(φ) = 0.

Доведення. Нехай A = [αij ]. Маємо

φ(e1) = α11e1 + · · ·+ αn1en,

φ(e2) = α12e1 + · · ·+ αn2en,

. . . . . . . . .

φ(en) = α1ne1 + · · ·+ αnnen.

Перепишемо цi рiвностi у виглядi




(α11 − φ)e1 + α21e2 + · · ·+ αn1en = 0,

α12e1 + (α22 − φ)e2 + · · ·+ αn2en = 0,

. . . . . . . . . . . .

α1ne1 + α2ne2 + · · ·+ (αnn − φ)en = 0.

(6.5.1)

Розглянемо матрицю Ã = [α̃ij ] ∈ Mn

(
P (φ)

)
, де α̃ij =

{
αij , i6=j,

αii−φ, i=j,

тобто

Ã =




α11 − φ α21 . . . αn1

α12 α22 − φ . . . αn2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1n α2n . . . αnn − φ


 .
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Подiємо на i-ту рiвнiсть з (6.5.1) лiнiйним оператором Ãki, де Ãki

— алгебричне доповнення до елемента α̃ik, 1 ≤ i ≤ n, i почленно
додамо одержанi рiвностi. Одержимо

( n∑

i=1

α̃1iÃki

)
e1 + · · ·+

( n∑

i=1

α̃kiÃki

)
ek + · · ·+

( n∑

i=1

α̃niÃki

)
en = 0.

Але ( n∑

i=1

α̃kiÃki

)
(ek) = det(A− φE)(ek) = fφ(φ)(ek)

i
(∑n

i=1 α̃liÃki

)
(ek) = 0 для l 6= k, тому маємо fφ(φ)(ek) = 0,

1 ≤ k ≤ n, тобто лiнiйний оператор fφ(φ) переводить всi вектори
бази в нуль-вектор. Тому fφ(φ) є нуль-оператором, що i треба
було довести.

6.5.3. Мiнiмальний полiном

З попереднього ми знаємо, що кожний лiнiйний оператор φ скiн-
ченновимiрного лiнiйного простору V є коренем деяких полiно-
мiв, зокрема, є коренем свого характеристичного полiнома. Вве-
демо поняття мiнiмального полiнома.

Означення 6.5.1. Полiном p(X) називають мiнiмальним полi-
номом лiнiйного оператора φ, якщо вiн має такi властивостi:

1) p(φ) = 0;

2) старший коефiцiєнт полiнома p(X) дорiвнює 1;

3) deg p(X) мiнiмальний серед степенiв усiх полiномiв, що ма-
ють властивостi 1) i 2).

Доведемо деякi властивостi мiнiмального полiнома

Теорема 6.5.2. Нехай p(X) — мiнiмальний полiном лiнiйного
оператора φ. Тодi:

а) p(X) визначається однозначно оператором φ;



6.5. Полiноми вiд лiнiйного оператора 215

б) p(X)|fφ(X), де fφ(X) — характеристичний полiном;

в) якщо λ — власне значення оператора φ, то (X − λ)|p(X).

Доведення. а) Якщо p1 i p2 — два мiнiмальнi полiноми, то з вла-
стивостi 3) випливає, що p1 = up2, де u|1. За властивiстю 2)
старшi коефiцiєнти полiномiв p1 i p2 дорiвнюють 1, тому p1 = p2.

б) Якщо p 6 |f , де f — характеристичний полiном, то за
алгоритмом Евклiда маємо f = pd + r, де r 6= 0 i deg r < deg p.
Звiдси r(φ) = f(φ)− p(φ)d(φ) = 0− 0 · d(φ) = 0. Одержали супе-
речнiсть з тим, що r — мiнiмальний полiном.

с) Спочатку покажемо, що коли a — власний вектор лiнiйного
оператора φ, який вiдповiдає власному заченню λ, то a — власний
вектор лiнiйного оператора g(φ), який вiдповiдає власному зна-
ченню g(λ). Тут g(X) — будь-який полiном з кiльця R[X]. Маємо
φ(a) = λa, φ2(a) = φ

(
φ(a)

)
= φ(λa) = λφ(a) = λ2a, . . . , φk(a) =

φ
(
φk−1(a)

)
= φ(λk−1a) = λk−1φ(a) = λka.

(
g(φ)

)
(a) = (α0 +α1φ+

· · ·+ αkφ
k)(a) = α0 + α1φ(a) + · · ·+ αkφ

k(a) = α0a + α1λa + · · ·+
αkλ

ka = (α0+α1λ+· · ·+αkλ
k)a = g(λ)a. Бачимо, що a — власний

вектор оператора g(φ) з власним значенням g(λ).
Тепер для власного вектора a маємо 0 = p(φ)a = p(λ)a. Звiдси

p(λ) = 0, тому (X − λ)|p(X).

Наслiдок 6.5.3. Мiнiмальний полiном є дiльником характерис-
тичного i дiлиться на всi лiнiйнi множники, що входять в ха-
рактеристичний полiном.

Приклад 6.5.1. 1. Мiнiмальним полiномом одиничного опера-
тора є полiном X − 1.

2. Нехай оператор φ в деякiй базi має своєю матрицею ма-
трицю

(
1 0 0
0 0 1
0 0 0

)
. Тодi характеристичним полiномом цього лiнiй-

ного оператора є X2(X − 1), отже, мiнiмальним полiномом є
X(X − 1) або
X2(X − 1). Оператор φ2 − φ має матрицю

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
−

(
1 0 0
0 0 1
0 0 0

)
=(

0 0 0
0 0 −1
0 0 0

)
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6= 0. Тому в цьому випадку мiнiмальний полiном збiгається з
характеристичним.

6.5.4. Обчислення мiнiмального полiнома за допомо-
гою жорданової матрицi

Застосуємо жорданову матрицю лiнiйного оператора до обчисле-
ння його мiнiмального полiнома.

Твердження 6.5.4. Мiнiмальний полiном p(X) лiнiйного опе-
ратора φ обчислюється за формулою p(X) =

∏t
i=1(X −λi)mi, де

λ1, . . . , λt — рiзнi власнi значення оператора φ, а mi — макси-
мум порядкiв жорданових клiток з λi по дiагоналi.

Доведення. Нехай Li — пряма сума циклiчних пiдпросторiв, якi
вiдповiдають власному значенню λi. Тодi V = L1 ⊕ · · · ⊕ Lt i
(X − λi)mi є мiнiмальним полiномом оператора φ обмеженого
на Li. Звiдси випливає, по-перше, що φ є коренем полiнома∏t

i=1(X − λi)mi i, по-друге, що знайдеться вектор ai ∈ Li такий,
що
(
∏t

j=1(φ−λj)mj−1)(ai) 6= 0, оскiльки лiнiйний оператор
∏t

j 6=i(φ−
λj)mj невироджений на Li. Це означає, що

∏t
i=1(X − λi)mi —

мiнiмальний полiном.

6.6. Вправи

1. Нехай M — R-модуль i n — натуральне число, n ≥ 1. Для
кожного i = 1, . . . , n нехай φi : M → M — гомоморфiзм
такий, що

∑n
i=1 φi = 1M i φi ◦φj = 0 для i 6= j. Тодi φ2

i = φi

для всiх i. Нехай Mi = Imφi, розглянемо вiдображення
φ : M → M1× · · · ×Mn для якого φ(x) =

(
φ1(x), . . . , φn(x)

)
.

Довести, що φ — iзоморфiзм.

2. Нехай M ′,M, M ′′ — R-модулi. Послiдовнiсть R-модулiв i
гомоморфiзмiв

0 → M ′ f→ M
g→ M ′′ → 0
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називають точною, якщо Ker f = {0}, Im f = Ker g, Im g =
M ′′. Довести, що для точної послiдовностi такi умови еквi-
валентнi:

a) iснує гомоморфiзм φ : M → M ′ такий, що φ ◦ f = 1M ′ ;
б) iснує гомоморфiзм ψ : M ′′ → M такий, що g◦ψ = 1M ′′ .

Довести, що при виконаннi одної з умов a) або b) iснують
iзоморфiзми M ∼= Im f ⊕ Kerψ, M ∼= Ker g ⊕ Imφ, M ∼=
M ′ ⊕M ′′.

3. R-модуль P називають проективним, якщо для кожного
гомоморфiзму f : P → M ′′ i сюр’єктивного гомоморiзму
g : M → M ′′ iснує гомоморфiзм h : P → M , для якого
f = gh. Довести, що пряма сума модулiв тодi й лише тодi
проективна, коли проективний кожний доданок.

4. R-модуль Q називають iн’єктивним, якщо для кожного го-
моморфiзму f : M ′ → Q i iн’єктивного гомоморфiзму g : M ′ →
M iснує гомоморфiзм h : M → Q, для якого f = hg. Дове-
сти, що прямий добуток модулiв тодi й лише тодi iн’єктив-
ний, коли кожний множник iн’єктивний.

5. Нехай 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 — точна послiдовнiсть R-
модулiв. Довести, що M скiнченнопороджений тодi й лише
тодi, коли M ′ i M ′′ скiнченнопородженi.

6. Нехай M — скiнченнопороджений R-модуль, I — iдеал кiль-
ця R, φ — ендоморфiзм R-модуля M , для якого Im φ ⊂
IM = {am | a ∈ I, m ∈ M}. Довести, що φ задовольняє
рiвняння φn + a1φ

n−1 + · · ·+ an = 0, де ai ∈ I.

7. Використовуючи теорему про дiагональну канонiчну фор-
му матриць над евклiдовими кiльцями, довести, що кожна
система лiнiйних дiофантових рiвнянь

n∑

k=1

aikxk = bi, 1 ≤ i ≤ m, aik, bi ∈ Z
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зводиться за допомогою перетворення

yk =
n∑

l=1

cklxl, ckl ∈ Z, det[ckl] = ±1

до вигляду
{

eiyi = di, i = 1, . . . , r; ei 6= 0,

0 = dj , j = r + 1, . . . ,m.

8. Довести, що в скiнченнопородженiй абелевiй групi A не
iснує нескiнченної родини рiзних пiдгруп Ai (i = 1, 2, 3, . . . ),
таких що A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . , де всi включення
строгi.

9. Довести, що пiдмножина всiх елементiв скiнченного поряд-
ку скiнченнопородженої абелевої групи A є скiнченною абеле-
вою групою.

10. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи поряд-
кiв 6, 7, 8, 15, 16, 80, 400, 1024.

11. Чи iзоморфнi групи Z12 ⊕ Z36 та Z6 ⊕ Z72; Z100 ⊕ Z80 та
Z160 ⊕ Z50; Z72 ⊕ Z21 та Z24 ⊕ Z63?

12. Фактор-простiр P лiнiйного простору V визначають як
фактор-модуль P -модуля V . Довести, що фактор-простiр
V/U скiнченновимiрного лiнiйного простору є скiнченно-
вимiрним лiнiйним простором i dimV/U = dim V − dimU .

13. Для лiнiйного оператора φ простору V i пiдпростору
U ⊂ V , для якого φ(U) ⊂ U , визначимо вiдображення
φ : V/U → V/U , для якого φ(x) = φ(x). Довести, що φ —
лiнiйний оператор факторпростору. φ називають фактор-
оператором.
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14. Лiнiйний оператор φ простору V називають нiльпотент-
ним з iндексом нiльпотентностi m, якщо φm = 0 i
φm−1 6= 0. Довести, що єдиним власним значенням нiль-
потентного оператора є 0.

15. Нехай φ — нiльпотентний оператор з iндексом нiльпотент-
ностi m. Довести, що для кожного вектора a ∈ V з вла-
стивiстю φm−1(a) 6= 0 вектори φk(a), . . . , φm−1(a) лiнiйно
незалежнi для довiльного k, 0 ≤ k ≤ m− 1.

16. Довести, що iндекс нiльпотентностi нiльпотентного опера-
тора в n-вимiрному просторi не перевищує числа n.

17. Використовуючи поняття факторпростору iз задачi 14, до-
вести за допомогою методу математичної iндукцiї теорему
Жордана для нiльпотентних операторiв.

18. Для власного значення λ лiнiйного оператора φ лiнiйно-
го простору V назвемо кореневим пiдпростором множину
V (λ) = {a ∈ V | ∃k ∈ N (φ− λε)k(a) = 0}.

a) Довести, що V (λ) = Ker(φ− λε)n, де n = dimV . Виве-
сти звiдси, що V (λ) — пiдпростiр;

б) довести, що оператор φ−λε нiльпотентний на корене-
вому пiдпросторi V (λ).

19. Нехай fφ(x) =
∏t

i=1(x−λi)mi — характеристичний полiном
лiнiйного оператора φ лiнiйного простору V над алгебрично
замкненим полем P характеристики 0. Довести, що:

а) V = V (λ1)⊕· · ·⊕V (λt), тобто V розкладається в пряму
суму кореневих пiдпросторiв;

б) оператор φ − λiε нiльпотентний на пiдпросторi V (λi)
i V (λi) iнварiантний стосовно φ;

в) пiдпростiр Vλi
=

⊕
j 6=i V (λj) iварiантний стосовно φ−

λiε i φ− λiε має нульове ядро в пiдпросторi Vλi ;
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г) Використовуючи а) – в) та теоремуЖордана для нiль-
потентного оператора (задача 17) довести теоремуЖор-
дана для оператора φ.

20. Нехай φ, ψ ∈ HomV . Довести, що характеристичнi полiно-
ми операторiв φψ та ψφ однаковi.

21. Нехай φ — лiнiйний оператор скiнченновимiрного лiнiйного
простору V над полем P характеристики 0. Довести, що φ
нiльпотентний тодi й лише тодi, коли Trφm = 0 для всiх
1 ≤ m ≤ dimV .

22. Довести, що мiнiмальний полiном дiагонально блочної ма-
трицi дорiвнює найменшому спiльному кратному мiнiмаль-
них полiномiв її блокiв.

23. Довести, що вiльний член мiнiмального полiнома невирод-
женої матрицi не дорiвнює 0.

24. Довести, що деякий степiнь мiнiмального полiнома матрицi
дiлиться на її характеристичний полiном.

25. Нехай A ∈ Mn(P ), де P — алгебрично замкнене поле ха-
рактеристики 0 i Am = E для деякого натурального m.
Довести, що матриця A подiбна до дiагональної.

26. Знайти жорданову форму матриць:




4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1


 ,




7 −12 −2
3 −4 0
−2 0 −2


 ,




1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1


 ,




1 1 1 . . . 1 1
0 1 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1




,




0 −1 0 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 −1
0 0 0 . . . 0 0




.
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27. Розв’язати рiвняння X2 =
(

3 1
−1 5

)
.

28. Знайти мiнiмальнi полiноми для матриць задачi 26.

29. Довести, що для кожної невиродженої комплексної матри-
цi A i кожного натурального числа k рiвняння Xk = A має
розв’язок.
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